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à  chaque  valeur  de  u  correspondent  m  valeurs  de  ;  augmen- 
tées ou  diminuées  de  multiples  quelconques  de  certaines 
périodes 285 

Remarque  I.  Lorsque  toute  les  périodes  sont  nulles,  u  est  ime 

fonction  algébrique  de  c . 288 

Remarque   IL     L'intégrale      d'une       équation       différentielle 

F  (  z,  //,  —  )  =  "5    contenant  la  variabls^  :,    ne  peut  être 

périodique . 280) 

Théorème  IL  Lorsqu'elle  admet  un  nombre  limite  de  valeurs 
pour  chaque  valeur  de  la  variable,  l'intégrale  est  une  fonc- 
tion algébrique,  soit  par  rapport  à  r,    soit  par  rapport  à 

tang  —  1   soit  j)ai'   rap|)ort  à   /.  [gz) 289 

""    (.) 

Théorème  III.  Lorsqu'elle  est  monodrome,  l'intégrale  est,  ou 
une  fonction  rationnelle,  ou  une  fonction  simplement  pé- 
riodique, ou  une  fonction  doublement  périodique 291 

Moyens  de  reconnaître  si  la  fonction  intégrale  est  monodrome.      292 
Moyen  de  reconnaître  si  la  fonction  intégrale,  dans  le  cas  où 
elle  est  monodrome,  est  rationnelle,  simplement  périodique 
ou  doublement  périodique 297 
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Dès  les  commencements  du  calcul  intégral,  les  i>éo- 
mètresse  sont  aperçus  qu'un  grand  nombre  de  quadralurcs 
ne  peuvent  être  exprimées,  sous  foriiie  finie,  à  l'aide  des 
signes  connus,  et  constituent  en  quelque  sorte  des  trans- 
cendantes nouvelles.  On  intégra  d'abord  les  fractions  ra- 
tionnelles et  les  expressions  irrationnelles  qui  renferment 
la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  premier  ou  du  second 
degré;  mais,  dès  que  le  degré  du  polynôme  placé  sous 
le  radical  surpasse  deux,  l'intégration  devient  impossible. 
On  fit  voir  ensuite  que  toutes  les  quadratures,  dans  les- 
quelles le  polynôme  placé  sous  le  radical  est  du  troi- 
sième ou  du  quatrième  degré,  se  ramènent  à  trois  formes 
simples,  auxquelles  on  donna  le  nom  de  transcendantes 
elliptiques,  parce  que  l'une  d'elles  représente  la  longueur 
d'un  arc  d'ellipse. 

Ces  transcendantes  occupèrent  Legendre  presque  toute 
sa  vie;  car  ses  premiers  travaux  à  ce  sujet  datent  de  1786, 
et  il  ne  publia  qu'en  1825  son  grand  Traité  des  fonctions 
elliptiques.  Legendre  se  proposait  surtout  de  ramener  les 
quadratures  les  unes  aux  autres  par  des  transformations 
algébriques,  afin  de  pouvoir  calculer  des  tables  numé- 
riques; il  a  découvert  un  grand  nombre  de  transforma- 
tions remarquables.  Mais  ces  quadratures,  telles  qu'il  les 
considérait,  sont  les  inverses  des  fonctions  elliptiques; 
aussi  la  double  périodicité,  qui  est  leur  caractère  distinc- 
lif,  lui  avail-elle  écbappé  complètement. 

b 
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\  t'vs  i8y.6,  Alx'l,  If  j>i('iiiiri',  envisagea  les  ronelKtiis 
elliptiques  a  leur  vrai  point  de  vue,  et  en  reconnut  la 
double  périodieité.  Trois  ans  plus  tard,  en  1829,  Jacol)i 
publia  ses  Viindamenla  nova  theoncv  functioniun  elliptica- 
rinn.  Le  Traité  de  Jacobi  ne  renferme  rien  d'essentiel  qui 
no  se  trouve  dans  les  Mémoires  d'Abel,  malheureusement 
interrompus  par  une  mort  prématurée.  Sans  chereher  à 
établir  la  part  qui  revient  à  chacun  de  ces  deux  cé- 
lèbres géomètres,  nous  ferons  remarquer  que  la  méthode 
d'Abel  nous  semble  bien  préférable  a  celle  «le  Jacobi. 
Abel  essaye  de  déduire  les  principales  propriétés  des 
fonctions  elliptiques  de  leur  caractère  fondamental  qui 
est  la  double  périodicité,  tandis  que  Jacobi  n'y  arrive  que 
par  des  transformations  algél)riques,  fort  ingénieuses  sans 
doute,  mais  qui  présentent  le  grave  inconvénient  de  ne 
pas  faire  conq^rendre  la  raison  des  théorèmes  et  de  ne 
pas  mettre  sur  la  voie  de  découvertes  ultérieures. 

Malgré  les  remarquables  travaux  de  ces  deux  grands 
géomètres,  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  restait  fort 
obscure  et  très-compliquée;  ni  la  double  })ériodicité  n'a- 
vait été  reconnue  d'une  manière  nette,  ni  la  fonction  elle- 
même  définie  d'une  manière  rigoureuse.  Il  fallait,  pour 
éclairer  cette  théorie,  l'introduction  d'une  idée  nouvelle 
en  mathématiques,  et  c'est  à  l'illustre  Cauchy  que  l'on 
doit  cet  important  progrès. 

Tous  les  géomètres  savent  les  services  qu'a  rendus  à  l'al- 
gèbre la  considération  des  quantités  imaginaires;  la  théo- 
rie des  équations  n'a  pu  être  établie  qu'à  cette  condition. 
La  considération  des  quantités  imaginaires  paraît  devoir 
rendre  à  la  théorie  des  fonctions  des  services  plus  grands 
encore.  Mais,  pour  bien  comprendre  l'importance  de  cette 
idée,  il  convient,  croyons-nous,  de  faire  disparaître  l'es- 
pèce d'antagonisme,  ou  d'opposition,  que  l'on  a  laissé  sub- 
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sister  juscju'à  pK'SLUl  ciilie  ce  que  Ton  ;i  uppclc  les  (jiimii- 
lilés  réelles  ai  les  quantités  imaginaires.  Si,  dans  un  [ilaii, 
on  prend  un  point  tixe,  que  par  ee  j)oint  on  nii-ne  un 
axe  fixe,  lien  n'enipèelie  de  eoneevoir  la  quantité  inia- 
i;inaire  eoninie  une  loni;ueur  portée  a  partir  de  l'origine 
dans  une  direction  marquée  par  l'argument;  la  variation 
de  cette  grandeur  géométrique ,  comme  l'appelle  Cauchy, 
sera  figurée  par  le  mouvement  d'un  point  dans  le  plan. 
La  variable  réelle  correspond  au  mouvement  particulier 
du  point  mobile  sur  l'axe  dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 
Cette  extension  donnée  a  l'idée  de  i^ranilcur  lesoul 
bien  des  difficultés  qui  se  sont  présentées  dans  la  tlieorie 
des  fonctions,  et  dont  il  était  inq)Ossible  de  se  rendre 
compte  tant  qu'on  laissait  la  variable  réelle,  c'est-a-dire 
tant  qu'on   assujettissait  le   point   mobile  a   se  mouvoir 

sur  l'axe.  Ainsi,  ouand   on  dévclonne  la  l'onction 

en  série,  on  s'aperçoit  que  la  série  n'est  convergente  que 
pour  les  valeurs  réelles  de  x  comprises  entre  —  i  et 
-f-  I  ;  dès  que  x  dépasse  i ,  la  série  devient  diver- 
gente,  et  cependant  la.  fonction  proposée  reste  finie  et 
continue.  A  quoi  cela  tient-il?  Nous  avons  fait  voir  qu'une 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  crois- 
santes de  X  est  convergente  tant  que  la  variable  reste 
dans  l'intérieur  d'un  cercle  décrit  de  l'origine  comme 
centre;  or,  pour  .x- =  ±i,  la  fonction  devient  infinie;  le 
cercle  de  convergence  a  son  rayon  égal  à  un;  voilà  pour- 
quoi la  série  cesse  d'être  convergente.  Il  en  est  de  même 
de  (a  fonction  arc  tang  x;  la  série  n'est  convergente  que 
pour  les  valeurs  réelles  comprises  entre  —  i  et  -4-  i ,  et 
cependant  la  fonction  reste-  finie  et  continue  quand  x 
dépasse  i  ;  ceci  tient  à  ce  que  pour  x  =:  ±  i,  comme 
précédemment,  la  fonction  devient  infinie.  11  résulte  du 
la  que,  pour  expliquer  certaines  propriétés  des  fonctions, 
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même  quand  on  se  borne  au  cas  de  la  variable  réelle,  il 
est  indispensable  de  rendre  la  variable  imaginaire;  en 
d'autres  termes,  les  propriétés  de  la  fonction,  même 
quand  le  point  mobile  reste  sur  Taxe,  n'apparaissent 
complètement  que  si  l'on  fait  mouvoir  la  variable  d'une 
manière  quelconque  dans  le  plan. 

Lorsqu'on  connaît  l'intégrale  indéfinie  F(^)  d'une  ex- 
pression différentielle  /'^xj  dx,  et  que  la  fonction/ (a?)  reste 
finie  et  continue  pendant  que  la  variable  réelle  oc  va  de  Xq 

à,r,,  on  sait  que  l'intégrale  définie  /    \f[x)dx  est  égale 

à  la  différence  F  (a;,) — F(^o)  des  valeurs  de  l'inté- 
grale générale  aux  deux  limites.  Il  peut  arriver  que  la 
fonction  f{x)  devienne  infinie  pour  une  valeur  intermé- 

/  [x]  dx, 

Jf  {x'j  dx  tendent  vers  des  limites  finies  et  déter- 

minées,  quand  s  et  s'  tendent  vers  zéro,  on  repré- 
sente la   somme  de   ces    deux  limites  par   le   symbole 

/     f[oc)  dx,  et  cette  somme  est  encore  égale  à  la  diffé- 

rence  des  valeurs  de  l'intégrale  générale.  Mais,  quand  les 
deux  intégrales  ne  tendent  pas  vers  des  limites  finies  et 
déterminées,  ce  symbole  n'a  plus  de  sens,  au  point  de 
vue  de  la  variable  réelle,  et  cependant  l'intégrale  géné- 
rale donne  toujours  une  différence  finie  Y  [x^)  —  Y  [xq). 
Que  représente  cette  différence?  Si  l'on  rend  la  variable 
imaginaire  et  que  l'on  fasse  aller  cette  variable  du  point 
jTo  ail  point  x^  suivant  une  courbe  quelconque  dans  le 
plan,  de  manière  toutefois  à  éviter  le  point  a  qui  rend 
la  fonction /f^^)  infinie,  l'intégrale  curviligne  aura  un 
sens  bien  précis  et  elle  sera  encore  donnée  par  la  diffé- 
rence de?  valeurs  (b'  rinl<'i:';ralc  urnéi'idc. 


/„ 
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Nous   citerons   comme    exemple    l'intégrale    détiiue 

-i    j  I 

— :  l'expression  différentielle  —  admet  l'intégrale 

générale  log  ^H-C;  la  différence  log  i  —  log  (  —  i), 
c'est-à-dire  {•2k-+-  \)7zi,  k  étant  un  entier  quelconque, 
donne  les  diverses  valeurs  de  l'intégrale  définie,  quand 
la  variable  va  de  —  i  à  +  i  en  décrivant  diverses  courbes 
dans  le  plan.  Cette  remarque  a  été  le  point  de  départ  des 
beaux  travaux  de  Cauchy  sur  les  intégrales  définies. 

Les  fonctions,  qui  sont  d'un  usage  ordinaire  en  ma- 
thématiques, se  ramènent  à  deux  catégories,  celle  des 
fonctions  algébriques  et  celle  des  fonctions  simple- 
ment périodiques.  On  ne  voit  bien  les  propriétés  d'une 
fonction  définie  par  une  équation  algébrique,  et  la  ma- 
nière dont  elle  acquiert  des  valeurs  multiples,  qu'en 
faisant  mouvoir  la  variable  dans  le  plan,  ainsi  que  l'a 
montré  M.  Puiseux  dans  son  important  travail  sur  les 
fonctions  algébriques.  On  peut  à  la  vérité  définir  les  fonc- 
tions simplement  périodiques,  comme  le  sinus,  la  tan- 
gente, etc.,  à  l'aide  d'un  cercle,  en  laissant  la  variable 
réelle  ;  toutefois,  la  variable  imaginaire  permet  de  faire 
rentrer  les  fonctions  exponentielles  dans  la  catégorie  des 
fonctions  simplement  périodiques. 

Les  fonctions  elliptiques  appartiennent  à  une  troisième 
catégorie,  celle  des  fonctions  doublement  périodiques. 
Mais  il  nous  parait  impossible  de  concevoir  nettement  ces 
fonctions,  sans  donner  à  la  variable  l'extension  dont  nous 
avons  parlé.  Conservant  au  mot  fonction  le  sens  habi- 
tuel, nous  dirons,  avec  (.auchy,  qu  une  quantité  géomé- 
trique est  fonction  d'une  autre,  quand  la  variation  de  la 
première  est  déterminée  par  celle  de  la  seconde.  Que  l'on 
se  ligure  le  plan  divisé  en  parallélogrammes  égaux  par 
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deux  séries  de  droites  parallèles,  et  que  l'on  i'asse  mouvoir 
la  variable  dans  le  plan,  la  fonction  sera  doublement  pé- 
riodique si  elle  reprend  la  même  valeur  aux  points  cor- 
respondants des  divers  parallélogrammes. 

Ce  volume  a  pour  objet  principal  l'étude  des  fonctions 
doublement  périodiques.  Il  est  divisé  en  six  Livres.  Dans 
le  livre  P',  nous  démontrons  les  principales  propriétés 
des  fonctions,  au  point  de  vue  des  variables  géométriques. 
Dans  le  livre  II ,  après  avoir  exposé  une  méthode  géné- 
rale pour  étudier  les  fonctions  déiinies  par  les  équations 
différentielles,  et  appliqué  cette  méthode  aux  équations 
les  plus  simples  qui  donnent  naissance  à  des  fonctions 
doublement  périodiques,  nous  démontrons  les  propriétés 
fondamentales  de  cette  classe  de  fonctions.  Déjà  MM.  Liou- 
ville  et  Hermite  avaient  considéré  les  fonctions  double- 
ment périodiques  en  elles-mêmes,  et  déduit  du  fait  même 
de  la  doul)le  périodicité  leurs  propriétés  les  plus  remar- 
quables. 

Les  livres  III,  IV,  V  sont  consacrés  exclusivement  aux 
fonctions  elliptiques,  à  leur  développement  en  séries  et  à 
leurs  transformations.  Nous  définissons  les  fonctions  ellip- 
tiques par  des  équations  différentielles;  c'est  ainsi  qu'elles 
se  présentent  dans  les  applications,  et  d'ailleurs  ce  mode 
de  génération  met  en  évidence  d'une  manière  très-simple 
leurs  propriétés  principales.  A  cause  des  difficultés  très- 
grandes  qu'a  présentées  jusqu'à  présent  l'étude  directe 
de  l'équation  différentielle,  plusieurs  géomètres  ont  pro- 
posé de  définir  les  fonctions  elliptiques  par  des  séries; 
sur  la  fin  de  sa  vie,  Jacobi  avait  eu  l'idée  de  les  considé- 
rer comme  des  quotients  de  certaines  fonctions  données 
par  des  produits  d'un  nombre  infini  de  facteurs.  Mais  la 
difficulté  n'en  subsistai!  pas  moins.  îl  restait  toujours  à 
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fjiii'c  \(iir  (juc  loiilc  ('(jiKilioM  ditrciciiliclic  de  l;i  l'oi'in»; 
convenable  admet  pour  intégrale  une  l'onction  détinie  de 
la  sorte.  Nous  avons  donc  [)réf'éré  aborder  directement 
l'étude  des  fonctions  ellipliqiies  par  les  équations  diffé- 
rentielles, et  nous  croyons  avoir  fait  disparaître  toute 
espèce  de  difficulté  à  ce  sujet. 

La  métbode  que  nous  avons  donnée  pour  l'étude  des 
fonctions  définies  par  des  équations  différentielles  nous 
permet  d'intégrer  les  équations  différentielles  à  l'aide 
des  fonctions  elliptiques,  lorsque  cette  intégration  est 
possible.  A  l'inspection  de  l'équation  différentielle,  nous 
reconnaissons  d'abord  les  principales  propriétés  de  la 
fonction  intégrale,  sa  nature,  la  catégorie  a  laquelle  elle 
appartient.  Si  la  fonction  est  algébrique,  ou  simplement 
périodique,  nous  l'obtenons  à  l'aide  des  signes  élémen- 
taires; lorsqu'elle  est  doublement  périodique,  nous  l'ex- 
primons, avec  une  égale  facilité,  à  l'aide  des  fonctions 
elliptiques.  Le  livre  YI  traite  de  ce  nouveau  mode  d'inté- 
gration par  les  fonctions  elliptiques. 

On  rencontre  fréquemment  les  fonctions  elliptiques 
dans  les  questions  de  géométrie,  de  mécanique  ou  de 
pbysique  mathématique.  Nous  citerons,  comme  exemples, 
le  pendule  ordinaire,  le  pendule  conique,  l'attraction  des 
ellipsoïdes,  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un 
point  fixe,  etc.  M.  Lamé  a  publié  l'année  dernière  un 
ouvrage  très-intéressant,  où  il  montre  comment  les  fonc- 
tions  elliptiques  s'introduisent  dans  les  questions  rela- 
tives à  la  distribution  de  la  chaleur  et  aux  surfaces  iso- 
thermes. Nous  ne  nous  sommes  occupés  dans  ce  volunu» 
que  de  la  partie  théorique.  Il  y  aurait  lieu  de  s'occu- 
per de  la  construction  des  Tables  et  de  la  meilleure  dispo- 
sition a  leur  donner  en  vue  de  la  pratique.  Cette  question, 
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avec  les  principales  applications,  pourra  taire  la  matière 
d'un  second  volume. 

Nous  devons  beaucoup  à  M.  Liouville.  Il  y  a  quelques 
années,  l'éminent  géomètre  prit  pour  sujet  de  son  cours 
au  Collège  de  France  les  fonctions  elliptiques  ;  ses  savantes 
leçons  ont  été  le  point  de  départ  de  nos  propres  re- 
cherches. 


Paris,  le   i4  décembre   i858. 
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DES  FONCTIONS  ELI.II'TKIIES. 


LIVRE  PREMIEK 

PRINCIPES. 


Ce  premier  Livre  contient  les  principes  d'une  nouvelle 
théorie  des  fonctions. 

Nous  adoptons  les  définitions  données  par  M.  Cauchy,  et 
nous  les  expliquons  par  des  exemples. 

Nous  étudions  ensuite  les  propriétés  des  fonctions  définies 
par  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  et 
croissantes  de  la  variable. 

Ceci  nous  permet  d'établi  i',  dune  manière  nette  et  précise, 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  fonction 
se  développe  en  série  convergente  suivant  les  puissances  en- 
tières et  croissantes  de  la  variable.  Nous  fiiisons  disparaître 
ainsi  les  nuages  qui  obscurcissaient  encore  le  beau  théorème 
de  M.  Cauchy. 

Nous  donnons  ensuite  les  propriétés  générales  des  fonctions, 
celles  dont  la  connaissance  sert,  en  quek[ue  sorte,  de  fonde- 
ment à  cette  nouvelle  branche  de  l'analyse  mathématique. 
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(.HAPTTi\E  PREMIER 

DÉFINITIONS. 


1.  INI.  Caucliy  df'iinit  do  (-olte  manirrr  les  fondions  d'une 
variable  imaginaire.  Soit 

z  =  .r  -f-   yi 

la  variable  imaginaire;  si  l'on  désigne  par  X  et  Y  deux  fonc- 
tions réelles  queleonques  des  deux  vni'iables  réelles  x  et  j  ,  la 

quantité 

«  =  X  +  Y  / 

pourra  être  considérée  comme  une  fonction  de  z  ;  car,  à  chaque 
valeur  de  la  valeur  imaginaire  z,  c'est-à-dire  à  chaque  sys- 
tème de  valeurs  des  variables  réelles  x  ety  correspond  un  svs- 
lèraede  valeursde  X  et  de  1 ,  et  par  conséquent  une  valeur  de  u. 
ha  valeur  imaginaire  z  est  la  réunion,  au  moyen  du  svin - 

bole  V  —  I,  t|vit;  nous  représentons  par  la  lettre  i,  de  deux  va- 
riables réelles  et  indépendantes  x  ei  y.  La  variation  de  z  est 
indéterminée,  car  on  peut  faire  varier  simultanément  les  deux 
\ariables  x  et  >',  en  établissant  entre  elles  telle  relation  (jue 
I  on  voudra.  Si  les  deux  fonctions  réelles  X  et  Y  varient  d'une 
manière  continue  avec  x  et  y.  on  dit  que  u  est  une  fonction 
continue  de  z. 

On  se  fait  une  idée  très-nette  de  ce  qui  précède,  en  imagi- 
nant que  X  et  y  soient  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  z  du  plan  horizontal ,  la  variation  de  z  sera  ligurée  par 
la  courbe  décrite  par  ce  point,  (^ue  1  on  conçoive,  en  outre, 
deux  .surfaces  ayant  pour  oidonnées  verticales,  l'une  X, 
1  autre  Y,  ces  deux  surfaces  représenteront  la  fonction  u;  si 
le  point  z  décrit  dans  le  plan  horizontal  une  certaine  courbe, 
les  extrémités  des  ordonnées  verticales  traceront,  snr  les  sni- 
faces,  deux  ligues  dont  l'ensemble  hiditpuTa  la  variation  cor- 
respondante de  la  fonction  //. 


I)KFI.^IT^o^; 


On  peul  aussi  i'('[)i('-si'iil('r  l.i  ioiiftioii  // .  comme  la  vaiia- 
1)1»'  Zf  <Mi  supposant  que  X  et  Y  soient  les  coordonnées  reclangu- 
laii  esd'un  point  u  du  plan  liori/ontal.  Quand  le  point  z  se  meut 
suc  une  couibr.  le  point  //  déciit  une  <onibe  corresjiondante. 

^.  Concevons  que  la  variable  :;  «leste  comprise  dans  une  cer- 
taine portion  du  plan  :  si  la  fonction  u  acfjuiert  la  même  valeui' 
au  même  point,  (juel  que  soit  le  chemin  suivi  pour  v  arriver, 
sans  sortir  de  la  portion  du  plan  considérée,  M.  Caucliv  dit 
que  la  fonction  est  inonodionic  dans  (elle  portion  du  plan.  Il 
est  clair  que,  si  le  j)oint  z  décrit  une  courbe  fermée  quelcouipie 
dans  la  portion  du  plan  considérée,  la  fonction  u  revient  à  la 
même  valeur,  en  d'autres  teinies.  le  point  u  déciii  aussi  une 
t:onrbe  fermée. 

Une  fonction  rationnelle  de  z  est  une  fonction  nionodrorne 
dans  toute  rétendue  du  plan.  Il  en  est  de  môm<>  lorsque  X  et  Y 
sont  deux  fonctions  rationnelles  quelcompics  de  x  et  y\  plus 
généralement,  lorsque  chacune  des  deux  surfaces,  par  les- 
quelles nous  représentons  u  couvre  tout  le  plan  horizontal  par 
sa  projection  ,  et  n  a  (ju Un   |»oint  sur  cliaqne  verticale. 

3.  Considérons,  comme  exemple,  la  fonction  détinie  pai' 
1  équation 


INous    supposons  que,    pour    z  =  o.    on    a    // =: -|- i  :    fai- 
lifr.  I.  saut  vaiifM   .s  à  partir-  du 

point  O  sui-  une  courbe 
quelconque  ,     nous    sui- 
vons la  variation  tie  z  [)ar 
la  c(>ntiiuiité.  Mar-quons 
le  point   A   qui   corres- 
pond à  la  valeur  z  =  —  i 
[fig-   i)-   Deux   chemins 
très-rapprochés    0B3I  , 
OC-M  ,  allant  du  point  O  à  un  même  point  M  du  plan,  et  ue 
Comprenant  pas   entre  eux  le   point   A  ,    conduiront   à    une 
même  valeur  de  //. 
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Eli  effet^  sulxli visons  les  deux  chemins  en  élémenls  corres- 
pondants très-petits  Ohi  ,  Z»i  h^  v  i  ^^i  5  Cj  Cj ,...  ^  si  Ton  va 
du  point  O  au  point  voisin  bx  par  le  chemin  OZ»i  ou  par  le 
chemin  Ocj  Z»j ,  on  arrivera  à  des  valeurs  de  u  peu  différentes 
de  la  valeur  initiale  ii  =  H-  i,  et  par  conséquent  peu  ditlé- 
rentes  entre  elles.  Mais  cette  différence  est  rigoureusement 
nulle,  car  les  deux  racines  de  l'équation  u^  =  z -{- 1  ayant 
entre  elles  au  point  bi  une  différence  finie,  on  a  nécessaire- 
ment la  même  racine  z/j.  Partons  maintenant  du  point  bi  avec 
la  valeur  z/j  de  la  fonction  comme  valeur  initiale,  et  allons  au 
point  voisin  b^  par  les  deux  chcmij)s  b^b^,  b^c^c^ib^'^  en 
vertu  du  même  raisonnenieni,  la  fonction  prendra  au  point  b^ 
la  même  valeur  u^  :  mais  quand  on  revient  de  Z>i  en  c^ ,  la 
fonction  reprend  en  c,  la  valeur  qu'elle  avait  en  ce  point, 
quand  ou  allait  de  O  en  C]  ^  ainsi  les  deux  chemins  0Z»2,  Oc»  b^ , 
conduisent  à  la  même  valeur  z/,  de  la  fonction  en  bc^.  En  conti- 
nuant ainsi  de  proche  en  proche,  on  voit  que  les  deux  chemins 
OBM,  OCM,  conduisent  à  la  même  valeur  de  la  fonction  en  M. 

Il  résvilte  de  ce  qui  précède,  que  deux  courbes  quelconques 
allant  du  point  O  au  point  M,  et  telles,  que  l'on  puisse,  par 
déformations  successives ,  transformer  l'une  dans  l'autre  sans 
passer  par  le  point  A ,  conduisent  à  la  même  valeur  de  la 
fonction  au  point  M.  Ainsi  la  fonction  u  est  monodrome  dans 
toute  portion  du  plan  cjui  ne  comprend  pas  le  point  A,  par 
exemple,  dans  le  cercle  décrit  du  point  O  avec  un  rayon  plus 
petit  que  l'unité. 

Supposons  maintenant  (jue  l'on  aille  du  point  O  à  un  point  a 
voisin  du  point  A  {fig-  2),  t't  c[ue  l'on  décrive  autour  de  ce 
point  une  courbe  fermée  très-petite  abcda  ;  les  deux  racines  de 
l'équation  différant  très-peu  l'une  de  l'autre  dans  le  voisinage 
du  point  A  ,  la  ibnction  ne  revient  pas  à  la  valeur  qu'elle  avait 
primitiveuKMit  eu  A.  En  ellet,  si  Ton  pose 

on  a 

I    0 . 
-   —i 

Il  =  r^  e^   . 


I)1-F1NITI0>S. 


Quand  z  dctr'if.  lu  dioite  0<7,  la   Nalciir  di;  la  fonction    rcsle 
t'C-   '  réelle  el  positive  el  diminue 

"  de   H-  1    à  H-  ;•' ;    ([uand    z 

dëciil  ensuite  la  courbe  fer- 
mée ahcda  ,  l'angle  0  va- 
rie de  o  à  '2  7:,  la  fonction 
u   acquiert   en    a    la    valeur 

j  négative  ;■' e^' ou — /''.  Si 

'  l'on  revient  de  a  en  O  sui- 

vant la  droite  «O,  la  fonc- 
tion reste  négative  et  arrive  en  O  avec  la  valeur  — i,  diffé- 
rente de  la  valeur  initiale  -f-  i. 

Il  est  aisé,  d'après  cela,  de  comprendre  comment  deux  che- 
mins OBM,  OCM  {/îg.  3), 
comprenant  entre  eux  le 
point   A,   conduisent  à  des 


valeurs  très-différentes  de  la 
fonction.  En  effet,  prenons 
un  point  a  voisin  de  A  et 
décrivons  autour  du  point  A 
une  courbe  fermée  abcda\ 
le  cliemln  OBM  peut  être 
î-emplacé  par  le  chemin  OrtM  \  de  même,  le  chemin  OCM  par 
le  chemin  Oabcda~S\-^  car,  en  déformant  le  dernier,  on  le 
ramène  à  OCM  sans  passer  par  le  point  A.  Suivons  mainte- 
nant ces  deux  chemins  OaM,  Oabcda^i  ,  peu  différents  l'un 
de  l'autre^  de  O  en  a  les  valeurs  de  la  fonction  sont  les  mêmes 
de  part  et  d'autre.  Quand,  suivant  le  second  chemin,  z  a 
décrit  autour  du  point  A  la  courbe  fermée  ahcda  ^  la  fonction 
revient  en  a  avec  une  valeur  différente  de  celle  cpi'elle  avait 
précédemment^  on  part  donc  du  point  a  avec  des  valeurs  dif- 
férentes pour  parcourir  la  même  ligne  a  M  ,  et  les  deux  valeurs 
de  la  fonction  diffèrent  de  plus  en  plus. 

Ainsi  la  fonction  cesse  d'être  monodrome  dès  que  la  portion 
du  plan  considérée  comprend  le  point  A.  On  peut  classer  les 
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chemins  qui  vont  de  l'origine  à  un  point  quelconque  M  du  plan 
en  deux  catégories  :  ceux  qui  se  lamènent  au  chemin  rectiligne 
sans  passer  par  le  point  A,  et  ceux  qui  ne  peuvent  s'y  ramener 
qu'en  passant  une  fois  par  le  point  A  ;  les  premiers  conduisent 
à  la  même  valeur  de  la  fonction  au  point  M,  les  autres  donnent 
une  autre  valeur  à  la  fonction. 

Nous  avons  vu  qu'une  circonférence  décrite  autour  du  point  z\ 
change  la  valeur  de  la  fonction.  Un  second  tour  reproduira  la 
valeur  primitive.  Ainsi,  tout  chemin  qui  se  ramène  à  un  autre 
en  passant  deux  fois  par  le  point  A ,  conduit  à  la  même  valeur 
de  la  fonction. 

4.  Une  fonction  implicite  définie  par  une  équation  algé- 
brique entre  z  et  u^  présente  des  circonstances  analogues  à 
celles  dont  nous  venons  de  parler.  On  part  d'un  point  déter- 
miné z  =^  Zq  avec  une  valeur  initiale  u  =  iio ,  Tune  des  racines 
de  Féquation  pour  z  =  z„:  le  point  z  décrivant  une  certaine 
courbe,  la  fonction  ii  varie  d'une  manière  continue.  Tant  que 
Ion  reste  dans  une  portion  du  plan  ne  comprenant  aucun' 
point  pour  lequel  la  fonction  n  devient  égale  à  une  autre 
racine  de  l'équation  ,  la  fonction  est  monodrome.  Elle  cesse  en 
général  de  Vctre  dès  que  l'on  dépasse  un  de  ces  points.  Les 
fonctions  de  ce  genre  sont  l'objet  d'un  remarquable  travail  de 
M.  Puiseux,  ([ui  a  fait  voir  comment  les  racines  de  Féquation 
se  permutent  les  nues  dans  les  autres  quand  on  tourne  autour 
des  points  pour  lesquels  l'équation  a  des  racines  égales  ('*'). 

o.   Pi  enons  pour  second  exemple  la  fonction 

u  =  log(  I  -Fz). 

INous  supposons  que  l'on  parte  de  z  =  o  avec  la  valeur  ini- 
tiale u  =  o.  Cette  fonction  est  monodrome  tant  que  l'on  reste 
dans  une  portion  du  plan  ne  comprenant  pas  le  point  A  qui 
correspond  à  r  =  —  i .  Mais  si  l'on  tourne  autour  de  ce  point, 
la  fonction  éprouve   à  chaque  tour  un   accroissement  égal  à 


^  "  )  Joiiiiml  de  },l:iihcii;al:<jiici  c!c  ^!.  I.Kiiivilio,  (<imc\A',  ]>ii£,c  360. 


DEIIM  J■1()^S.  ^ 

2  7îij  elle  est  donc  siiscepliblc  de  prcudic  en  f:li.i(jvic  jKjinitlii 
plan  une  infini  lé  de  valeuis. 

G.  Lorsqii  une  lonclion  u  d'une  vaiiablcî  imaginaire  z  esl 
continue,  à  un  accroissement  infinimenl  petit  de  la  variable 
correspond  un  accroissement  infiniment  petit  de  la  l'onction, 
et  la  limite  du  rapport  de  l'accroissemeni  de  la  fonction  à  Tac- 
croissement  de  la  variable  est  la  dérivée  de  la  fonction.  On  a 
donc 


du       clX-hidY 


dX  ,         dX  ^         /dY  ,         r/Y  ^    V 

tlx -h  -j- dy -h  { -j-  dx  +  — -  rfr 
d.T  dr    -^         \  d.T  dy 


dz  dx -i- i  dy  dx -\- i  d) 


dX        ,dY        jdX        .^/Y\    dy 
du        dx  dx         \  dy  dy  I  dx 


dz  dr 

dx 

En  généial  la  dérivée  dépend  de  la  quantilé  -j- ■>  et  i)ar  con- 

*  d.T  ^ 

séquent  delà  direction  du  déplaceiueiit  iiiiinimenl  petit  donné 

au  point  z.  A  chaque  direction  de  déplacement  correspond  xme 

dérivée  particulièie,  et  la  fonction  a  ainsi,  pour  une  même 

valeur  de  z,  une  infinité  de  dérivées. 

Lorsque  la  valeur  delà  dérivée  est  indépendante  de  la  direc- 
tion du  déplacement,  en  d'autres  teimes  lors(|ue  la  fonction 
admet  une  dérivée  unique  en  chaque  point,  M.  Cauchy  dit  que 
la  fonction  est  monogène. 

Pour  qu'une  fonction  soit  monogène.  il  est  nécessaire  (juele 

dy 
rapport  arbitraire  —  disparaisse  de  Texpressiou  de  la  dérivée, 

ce  qui  exige  que  Ton  ait 


dX        .r/Y        dX        ,dY 
dx  dx  dy  dy 


Les  fouclions  X  et  \  étant  réelles,  celte  équation  se  décompo>c 
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en  deux  : 

\   clx~  dj' 
i  ^  _  __  ^Y 
'    dy  dx 

7.  Ces  conditions  analytiques  ont  une  signification  géomé- 
trique très-remarquable.  Considérons  les  deux  surfaces  ayant 
pour  ordonnées  verticales  X  et  Y,  les  relations  (i)  indiquent 
que  si  Ton  fait  tourner  d'un  angle  droit,  et  de  l'axe  des  x  vers 
l'axe  des  j^,  la  surface  X  autour  d'une  verticale  quelconque,  le 
plan  tangent  à  cette  surface  au  point  situé  sur  cette  verticale 
devient  parallèle  au  plan  tangent  à  la  surface  Y  au  point  cor- 
respondant. En  effet,  les  normales  aux  deux  surfaces  X  et  Y 
font  avec  les  trois  axes  des  coordonnées  des  angles  dont  les 
cosinus  sont  proportionnels  respectivement  à 
rfX  f/X 

r/Y  dX 

dx  dy 

La  rotation  indiquée  amène  l'axe  des  x  dans  la  direction  de 
i  axe  des  y,  et  la  direction  de  l'axe  des  j^  dans  la  dire<Hiou 
inverse  de  l'axe  des  x-^  après  cette  rotation,  la  normale  à  la 
surface  X  fait  donc  avec  les  axes  primitifs  des  angles  dont  les 
cosinus  sont  proportionnels  respectivement  à 


ou,  en  vertu  des  rf 


donc  elle  est  parallèle  à  la  normale  à  la  surface  Y. 

On  voit  aussi  que  si  par  une  verticale  on  mène  deux  plans 
rectangulaires  quelconques,  les  tangentes  aux  sections  déter- 
minées par  ces  deux  plans  dans  les  deux  surfaces  font  des  angles 
éeaux  avec  la  verticale. 


rfX 

^X 

-w 

dx 

—  I  , 

lations 

( 

I  ) .  aux 

quantités 

dX 

dX 

;zr' 

,/,' 

—  '; 
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Remarquons  eucoïc  ([nv ,  poui'  «juc  la  fonction  u  soit  niono- 
i^èn'e,  aucune  des  deux  fonctions  icelles  X  et  Y,  qui  la  com- 
posent, ne  peut  être  aibitraire^  car,  en  vertu  des  relations  (i) , 
chacune  des  fonctions  doit  satisfaire  à  l'équation  aux  différences 
partielles  du  second  ordre 

Les  deux  surfaces  X  et  Y  ne  sont  convexes  en  aucune  de 
leurs  parties-,  car  leurs  indicatrices  aux  points  correspondants 
se  projettent  sur  le  plan  horizontal  suivant  des  hyperboles 
équilatères  égales,  dont  chacune  a  pour  axes  les  asymptotes 
de  l'autre. 

8.  Les  conditions  (i)  pour  qu  une  fonction  soit  nionogène 
sont  susceptibles  d'une  autie  interprétation  géométrique  qui  a 
été  remarquée  par  M.  Cauchy .  Si  Ton  représente  la  fonction  u , 
comme  la  variable  z,  par  le  mouvement  d'un  point  dans  le 
plan  horizontal,  quand  le  point  z  se  déplace  dans  diverses 
directions',  le  point  u  se  déplace  également  suivant  des  direc- 
tions différentes;  si  la  fonction  est  monogène,  les  courbes 
décrites  par  le  point  u  font  entre  elles  les  mêmes  angles  que 
les  courbes  correspondantes  décrites  par  le  point  z.  En  effet, 
soient  ds  et  ^S  deux  éléments  correspondants  décrits  par  les 
points  z  et  M,  on  a 

{dsy  =  {dx)'-\-{dYy 

fdX  ,         dX  ,  \  ••        /c'/Y  ,         dY  ,  \^' 

=  [-d^'^^-dj^'^)  -^[-d^'^-'-iijV' 

et  si  les  conditions  (  i)  sont  remplies. 

En  posant,  pour  abréger, 

on  en  déduit 

dS  =  '/.ds. 
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Considérons  maintenant  deux  triangles  infiniment  petits 
formés  par  des  éléments  corespondanls,  les  côtés  étant  propor- 
tionnels, les  angles  sont  égaux. 

Pour  montrer  une  application  de  ce  théorème,  considérons 
la  fonction 

Il  =z  ces  z  ; 

les  fonctions  réelles 

A  = cos  .r ,      Y  = sin  x , 

2  2 

satisfont  aux  conditions  (i),  puisque  la  fonction  u  est  mono- 
gène. Supposons  que  le  point  z  se  meuve  parallèlement  à  l'axe 
des  X,  et  ensuite  parallèlement  à  Taxe  desy,  le  point  u  décrira 
deux  séries  de  lignes  orthogonales  ;  ces  lignes  ont  pour  équa- 
tions 


eX -\- e-ry        fer 


2  /  \  2 


ee  sont  des  ellipses  et  des  hyperboles  homofocales. 

9.   La  fonction  très-simple 

u  =  X'  -\-  >  -  -H  2  xj  i 

est  monodrome  dans  toute  l'étendue  du  plan;  mais  elle  n  csè 
pas  monogène ,  car  les  fonctions  réelles 

ne  satisfont  pas  aux  conditions  (i),  excepté  au  point  s  =  o. 
Une  fonction  «,  définie  par  l'équation  algébrique 

/(z,    II)  =  G, 

est  au   contraire  monogèuc  sans  être  monodrome,    La  déri- 
vée, pour  chaque  grou[)e  de  valeurs  de  z  et  a,  est  donnée  par 
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l'équatloi) 

(lu  dz 

7h~~  dP' 

Cette  déiivéc  a  une  valeur  unique  et  finie  ,  excepté  poui-  les 

d¥ 
couples  (le  valeurs  ([ui  annulent  —  :  alors  la  dérivée  devient 

infinie  ou  admet  un  nombre  limité  de  valeurs. 

10.  M.  Caucliy  appelle  fonction  synectique  une  fonction 
(jui  reste  finie,  continue,  monodrome  et  monogène  dans  Kniic 
l'étendue  du  plan.  Par  exemple,  une  fonction  entière  est  un( 
fonction  synectique. 

Nous  dirons  qu'une  fonction  est  synectique  dans  une  cei- 
taine  portion  du  plan,  lorsqu'elle  est  finie,  continue,  mono- 
drome  et  monogène  dans  cette  portion  du  plan. 


CHAPITRE   11 

PROPRIÉTÉS     DES      SÉRIES     ORDONNÉES     SUIVANT     LES     PUISSANCES 
ENTIÈRES    ET    CROISSANTES    DE    LA     VARIABLE. 


H.  Lemme.  —  Lorsqu'on  multiplie  les  termes  d'une  série 
convergente  ayant  tous  ses  termes  positifs,  respectivement 
par  des  nombres  quelconques,  mais  qui  n  augmentent  pas  à 
Vinfini ,  on  obtient  une  nouvelle  série  convergente. 

Soit 

«0  H-  <■'!    -h    «2  4-  ■    .    . 

une  série  convergente  ayant  tons  ses  termes  positifs;  si  Ion 
multiplie  les  termes  de  cette  série  par  les  nombres 

qui    n'augmentent    pas   à    riniini,    on    obtient    une    nouvelle 
série  convergente 

^U  ^g-4-  «i  bi~i[-  a~,bn-\-  .  .  .  . 
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Eu  effet,  prenons  m  termes  à  partir  du  ternie  de  rang  //,  la 
somme 

(7„  b„  -f-  «„+,  6„+,  ...-+-  (In+m~\  bn+m-x 

égale  évidcmnieut  la  somme 

multipliée  par  une  moyenne  entre  les  quantités 

La  série  proposée  étant  convergente,  la  dernière  somme  a 
pour  limite  zéro,  si  grand  que  soit  m  ,  quand  on  fait  augmen- 
ter n  indéfiniment.  D'autre  part,  les  nombres  par  lesquels  on 
multiplie,  et  par  conséquent  leur  moyenne,  conservent  des 
valeurs  finies  ;  donc  la  première  somme  a  aussi  pour  limite 
zéro,  et  la  seconde  série  est  convergente. 

12.  Théorème  1.  —  Etant  donnée  une  série  ordonnée  siii- 
vafit  les  puissances  entières  et  croissantes  d'une  variable 
imaginaire,  5/,  pour  une  valeur  fie  la  variable  dont  le  module 
est  R,  les  modules  des  termes  de  la  série  n  augmentent  pas 
à  Vinfini,  la  série  sera  convergeîite  pour  toutes  les  valeurs 
de  la  variable  dont  le  module  est  plus  petit  que  R. 

Soit 

lia  +   llxZ  -\-  H  .  z-  4- .  .  . 

la  série  proposée,  dans  laquelle  z  désigne  la  variable  imagi- 
naire, z/o ,  "i,..-  des  coefficients  réels  ou  imaginaires.  Appe- 
lons a^^a^^...  les  modules  des  coeflicients.  Nous  siqiposous  que 
les  modules 

r/o,      «,R,      (7>R-, ..    , 

des  différents  termes  de  la  série,  pour  une  valeur  de  z  dont  le 
module  est  R,  n'augmentent  pas  à  l'infini.  Donnons  à  la  va- 
riable une  valeur  dont  le  module  p  soit  plus  petit  que  R,  et 
considérons  la  série  convergente 

R       R-  ' 
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si  nous  iuulti[)li"ins  les  lermcs  de  rcUo  série  respetlivenieiil 
|)ni'  les  nombres 

(|ui  ronservcnl  des  valeurs  (iules,  nous  o})liendrons,  en  verlii 
tlu  leniine  précédent,  une  nouvelle  série  convergente 

«0  +  «I  p  -1-  «:  p'  -f-  .   .      . 

Ainsi,  pour  toute  valeur  de  z  ayant  un  module  plus  petit 
que  R,  la  série  des  modules  est  convergente,  et  par  consé- 
([uent  la  série  proposée  elle-même  (*). 

13.  Scolie.  — Soit  R  le  plus  grand  module  de  r,  pour  le- 
quel les  modules  des  termes  de  la  série  n'augmentent  pas  à 
l'infini;  de  Forigine  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  îi  R, 
décrivons  un  cercle.  D  après  le  théorème  précédent,  la  série 
est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z  situées  dans  lin- 
téricur  de  ce  cercle,  que  nous  appellerons  pour  cette  raison 
cercle  (le  convergence .  Elle  est  divergente  pour  tous  les  points 
extérieurs;  car  si  Ton  donne  à  z  une  valeur  ayant  un  module 
plus  grand  que  R,  les  modules  des  termes  augmentent  à  1  infini. 
Sur  la  circonférence  même  la  série  peut  être  convergente  en 
certains  points,  infinie  ou  indéterminée  en  d'autres. 

Il  importe  de  bien  comprendre  Texistence  du  cercle  de  con- 
vergence. Que  Ton  imagine  des  valeurs  croissantes  du  module 
pour  lesquelles  les  modules  des  termes  conservent  des  valeurs 
linies.  Ou  ces  valeurs  croissantes  tendent  vers  une  limite  finie 
et  déterminée  R,  ou  elles  augmentent  à  l'infini.  Dans  le  pre- 
mier cas,  la  limite  R  est  le  rayon  du  cercle  de  convergence; 
dans  le  secoiid  cas,  la  série  est  convergente  dans  toute  reten- 
due du  plan. 

Remarquons  qu  en  chacun  des  points  intérieurs  au  cercle, 
non-seulement  la  série  proposée  est  convergente,  mais  encore 
la  série  des  modules  de  ses  différents  termes. 


V  *  )  Ce  tlicorènic  a  été  démontre  d-une  autre  maniérp  par  M.  Caucliy  dans  ses 
nouveaux  Exercices,  tome  III,  pajfo  388. 
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44.    Ap})liquons  ;i  qucKjuos  exemples. 


La  série 


i-h  -  +  — + 5  +. 

I  1.2  \  ."?  .  5 


est  convergente  dans  toute  l'étendue  du  plan. 
La  série 


est  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  x.  I>a  série  est  encore 
convergente  sur  la  circonférence  limite,  excepté  au  point  <[ui 
correspond  à  Targumenl  zéro  ;  en  ce  point  la  somme  est  infinie. 
11  peut  arriver  c[ue,  le  point  z  s'éloignant  du  centre  jusqu'à 
la  circonférence,  la  somme  de  la  série  tende  vers  une  valeur 
(inie  ,  et  que  cependant  eu  ce  point  extrême  la  série  soit  indé- 
terminée. Considérons  ,  par  exemple  ,  la  série 

I  H-  z  4-  3-  -(-  .  .  . 
(onvergente  dans  le  cercle  de  rayon  i.  Posons 

z  =  K^', 

cl,  laissant  rargumejit  cori^itant,  faisons  croître  le  module  o 
jusqu  à  l'unité.  La  somme  de   la  série    tend  vers   une  valeur 

finie  et  déterminée  —•<  excepté  quand  6  =;o,  et  cependant 

uour  r;  =  e  'la  série  a  une  somme  indétci  minée. 

Lorque  le  rayon  du  cercle  de  conveigence  se  réduit  à  zéro, 
la  série  n'est  co]ivergente  pour  aucune  valeur  de  la  variable, 
excepté  ponr  ^  =  o  ;  il  en  est  ainsi  de  la  série 

I  H-  I  .  c-  4-  I  .  2  3-  -H  1  .  2  .  3  z-'  H-  .  .  .  . 

15.  TuÉOKiiME  IL  —  Tliie  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  et  croissantes  de  la.  variable,  est  une  Jonction 
continue  dans  Fintérieur  du  cercle  de  convergence. 

Désignons  par/'(")  la  soinnuMlc  la  sérir 

//„  4-  «,  3  H-  «...  z'  H-.  .  .  , 
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que  lions  supposons  couvergeiîte  dans  1  intéricm  du  (Ciclc  li. 
Appt'lons  cp  (2)  la  somme  des  //  premiers  termes  de  la  série, 
cl  'p  [z)  le  reste;  nous  aurons 

DeTorigine  eonime  centre,  avee  nii  ravon  R'  un  pen  plus 
petit  que  R,  décrivons  un  cercle.  On  peut  assigner  une  va- 
leur de  n  telle,  (jue,  pour  cette  valeur  et  pour  toutes  les 
valeurs  plus  grandes,  le  module  du  reste  ^  [z)  soit  constam- 
meni  plus  petit  qu  une  quantité  très-petite  donnée  a,  dans 
l'intérieur  du  «ercle  R'.  11  suflil,  pour  cela,  de  prendre  11  tel , 
que  l'on  ail 

a"  R'"  -f-  r/"+'  R'"+'  -f-  .  •  •  <«  : 

ce  (pii  (Si  possible,  puisqu(!  la  série 

Oo-i-  n^R'  -h.  .  . 

est  convergente.  Pour  tout  module  0  plus  petit  que  R',  on  aura, 
à  plus  forte  raison  , 

n„ù"  -t-  «"+'  0"+'  -h.  .  .  <^a. 

r.e  module  du  reste  '^  {z)  étant  plus  petit  (pie  cette  somme, 
sera  lui-même  moindre  que  a. 

Supposons  maintenant  que  nous  donnions  à  la  variable  deux 
valeurs  voisines  z  et  z'  comprises  dans  l'intérieur  du  cercle  R', 
la  fonction  prendra  les  deux  valeurs 

dont  la  différence  est 

Le  polynôme  entier  a>  [z)  étant  une  l'onction  continue  dr  la 
variable  s,  nous  pouvons  prendre  la  dillérencc  z' —  z  assez 
petite  pour  que  la  variation  cp  {z')  —  ©  {z)  du  polynôme  ait  un 
module  plus  petit  que  a.  Mais  les  modules  des  restes-^  [z')  et 
'I  (z)  sont  déjà  plus  petitsque  «5  donc  la  variation /'(s')  — f[z) 
aura  un   module  plus  petit  «jue  ?}  x.   Cette   variation    jiourra 
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donc  èlre  rendue  plus  petite  ([u'une  quantité  donnée,  si  petite 
qu'elle  soit.  Ainsi  la  fonction  ,  définie  par  la  série,  varie  d'une 
manière  continue  dans  l'intérieur  du  cercle  de  convergence.  Il 
est  évident,  d'ailleurs,  que  cette  fonction  est  monodrome  dans 
le  même  cercle,  puisqu'elle  n'a  qu'une  valeur  pour  chaque 
valeur  de  z. 

16.  Théorème  III.  —  Une  série  ordonnée  suiuant  les  puis- 
sances entières  et  croissantes  de  la  Dariahle  est  une  fonction 
monogène  dans  Vintérieur  du  cercle  de  convergence. 

Soit  la  série 

convergente  dans  le  cercle  de  rayon  R.  Nous  allons  démontrer 
d'abord  que  la  série 

//,   +  2  «jZ  +  3  «3  z'  -f-  .  .   .   , 

obtenue  en  prenant  la  dérivée  de  chacun  des  termes,  est  con- 
vergente dans  le  même  ceicle.  Ue  1  origine  couîme-TTentre,  avec 
un  rayon  H'  un  peu  plus  petit  que  R,  décrivons  un  cercle,  et 
donnons  à  z  une  valeur  dont  le  module  o  soit  plus  petit  que  R^'. 
Si  Ion  multiplie  les  termes  de  la  série  convergente 

respectivement  par  les  nombres 

C/,  ,      (I-,  W ,      (i.Vl'-  , .  .  . 

qui  n'augmcnient  pas  à  l'infuii ,  on  obtient  une  série  conver- 
gente 

(-;,  +  2  c^j  cj  -\-  3  «T  p"  H-  .  .  .  . 

Ainsi,  la  nouvelle  série  est  convergente  dans  le  môme  cercle 
que  la  première. 

La  série  proposée  étant  représentée  par/ (^),  nous  repré- 
senterons pai'/'  (^)  1^  sév'xe  obtenue  en  prenant  la  dérivée  de 
chacun  des  termes  de  la  première,  par/"  [z)  la  série  obtenue 
en  prenant    la  dérivée  de  cliacun  des  termes  de  la  seconde,  et 
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ainsi  de  suilc.  -I  oviU-s  ces  séries  soiii  coiiv(;ri;eJite.s  dans  le  ( crclt; 
de  convergence  R  de  la  sch  ic  pro|)osce. 

Nous  allons  démontrer,  niainlciiaiit .  (jue  la  sénc  J  '  [z)  est 
la  dérivée  do  la  fonction  /(  :î). 

Si  Ton  donne  à  la  variable  z  un  acci-oissenient  A,  on  a 

(  I  )  /(z  H-  //)  =  //.,  H-  i(,  {z  ■+-  /i)  -h  n,{z  -h  hy  -h.  •  .  . 

Appelons  p  le  module  de  z ,  /.  celui  de  //  ;  la  série 

(a)  r,„-hajp -{-A)  ^a,{o-h/-y- +..  . 

est  convergente,  tant  que  p-j-A  esl  plus  petit  que  R,  ou  A  plus 
petit  que  R  —  p.  Développons  les  binômes  et  ordonnons  par 
l'apport  au\  puissances  de  A ,  di-  manière  à  disposci- les  termes 
dans  l'onln*  suivant  : 

i    -f-  (di  +  la. a  +  ôa^o- .  .  .  ) H  ■  •  •  .  ) 1-  .  .  .  . 

I  1  I  .  ?. 

J.cs  termes  |)arliels  delà  série  (2)  étant  tous  positifs  et  avant 
une  somme  finie,  la  série  (3),  (jui  se  compose  des  mêmes 
cjuantités  mises  dans  un  autre  ordre,  est  aussi  (onvergenle,  et 
otVre  une  somme  égale.  Oji  obseive,  en  effet,  que  la  somme 
des  II  premiers  termes  de  la  série  (3)  cou  lient  les  11  premiers 
termes  de  la  série  (2)  ,  plus  d'autres  termes  qui  appariiennent 
aux  termes  suivants  de  la  série  (2),  et  (|ui ,  par  conséquent, 
ont  une  somme  infiniment  petite  pour  les  très-grandes  valeurs 
de  //  ;  CCS  sommes  des  n  premiers  termes  des  deux  séries  ,  ayant 
unedillérencc  infiniment  petite,  tendent  vers  la  même  lijuite. 

En  développant  de  même  la  série  (  1  ) ,  et  ordonnant  suivant 
les  puissances  cioissantcs  de  //,  nous  forir.oiis  la  série 

(4)  /(^■) +/'(-)  7 -^/"(-)^  +  -.., 

<jui  est  aussi conNcrgenle,  etqui  a  même  somme  que  lasi'uie  (1)  \ 
car  la  différence  entre  la  somme  des  a  premiers  termes  de  la 
série  (4)  et  la  somme  de  n  piemiers  termes  de  la  série  (1)  , 
avant  un  module  plus  petit  que  la  diiïërcnce  des  deux  sommes 
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fonespondamcs  dans  les  séries  (2)  et  (3),  a  pour  limite  zéro. 
On  a  done 

/\z  +  A)  =/(z)  +/'  [z]  ~  +/"  (3)  ^  +. . .  ; 


on  (Ml  (lei 


^duit 


La  série  convergente,  écrite  dans  le  second  membre,  est  une 
fonction  continue  de  la  variable  h.  Si  //  est  très-petit,  elle 
dilVèrc  inliniment  peu  def[z),  et,  ([uand  h  tend  vers  zéro, 
elle  a  /'  (z)  pour  limite.  Donc 

f(z  +  />)-/[z) 
hni  ^ j^ ^  =:/'  [z). 

Ainsi  la  série/  (z)  admet  une  dérivée  unique/' (s) ,  quelle  c[ui) 
soit  la  direction  du  déplacement  h.  Cette  série  est  donc  une 
fonction  monogène. 

17 .  En  résumant  ce  ([ui  précède,  on  voit  qu  une  série  ordon- 
née suivant  les  puissances  croissantes  d'une  variable  est  vnie 
fonction  continue,  monodrome  et  monogène,  dans  rinlérieur 
du  cercle  de  convergence.  En  un  mot,  c'est  une  fonction  syiiec- 
iifjiie  i\ii\is  le  cercle  de  convergence. 

Nous  citerons  comme  exemples  les  séries 


-\- 


1  .2.3 

Z' 


I        1 . ? . 3        1.2.3.4-5 

I ^ 1 .—..., 

1.2       1.2.3.4 

par  lesquelles  on  défmit  les  trois  fonctions 

e-,     sinz,      cosz, 

irès-usilées  dans  l'analyse.  Le  rayon  du  cercle  de  convergence 
(■tant  infini,  ces  trois  fonctions  sont  finies,  continues,  mo- 
nodromes   et   monogènes,   dans    loute   l'étendue  du   plan;  ce 
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sont  (les  foiiclioiis  sy/icc  li(/iics  dans  luulc  ["('Kiidiic  du    i>l.iii. 
18.    lue  (lituhit;  série 


1-   «„  H-    M,  3    +«22'+..., 


ordonnée  siiivanl  los  puissances  entières  positives  cl  négatives, 
el  se  prolongeant  à  linlini  des  deux  côtes,  peut  être  considérée 
comme  la  réunion  de  deux  séries  ordiuaires 

w„  -h  itt  z  -\-  u-.z'-  -\- .  .  .  , 
«_i  z"~'  -4-  «-__2  z"'  +  .  .  .  . 

Soient  R  le  rayon  de  con\eri4ence  de   la    première  série,  — 

celui  de  la  seconde  quand  on  prend  -  pour  variable.  La  pre- 
mière série  est  convergente  dans  le  cercle  de  ravon  R,  la 
seconde  pour  toute  la  partie  du  plan  extérieure  au  cercle  de 
rayon  R'.  Donc,  si  R  est  plus  grand  que  Vi ,  ia  double  série  sera 
convergente  dans  la  couronne  comprise  entre  les  cercles  R' 
et  R,  et  dans  cette  étendue  elle  représentera  mie  fonction 
synectique. 

Par  exemple,  la  double  série 

II  3  Z- 

...4--H hl  H \ ;4-... 

Z'  Z  2  2- 

est  convergente  dans  la  couronne  comprise  entre  les  circoide- 
rences  de  r.iyons  i  et  2. 
La  double  série 

•7—2  - — I  -  z — - 

...   H-  ^ (-  —  -h  I  4-  -  H h  .  .  . 

1.2  I  1  1.2 

est  convergente  dans  toute  l'étendue  du  plan,  excepté  au  point 
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LES    PUISSANCES    CROISSANTES    DE    LA     VARIABLE. 


1.9.  ^mij  [z)  une  fonclion  finie,  continue,  inonodromc  et 
nionogène,  e'est-à-diie  une  fonelion  svneelique,  dans  une  cer- 
taine portion  du  plan.  Considérons  les  \a1cuisde  linlégrale 
déiinie 

quand  on  va  du  point  ^o  a"  point  Z  par  deux  chemins,  ^f,  CZ 
et  Zo  DZ  {fig.  4)5  Irès-rapprochés  l'un  de  l'autre,  et  situés 
dans  la  partie  du  plan  dont  il  s'agit.  A  chaque  point  m  de  la 
première  courbe  faisons  correspondre  un  point  n  de  la  seconde 
Fi;y.  '|.  courbe  ,  de  manière  (jue  le  point  z^ 

se  corresponde  à  lui-n^ème  ainsi 
que  le  point  Z;  désignons  par  la 
lettre  ri  un  déplacement  infiniment 
petit  sin  lune  des  courbes,  et  par 
la  lettre  ô  le  déplacement  de  /// 
en  }i.  Si  l'on  va  d'un  point  m  de 
la  première  courbe  à  un  point  voisin 
m'  de  la  même  courbe,  la  fonclion 
éprouve  un  accroissement  marqué  par  df  [z).  La  fonction, 
éteint  monodrome,  prendra  au  point  n  la  même  valeur,  quand 
on  suivra  le  chemin  ^o'""  a"  lieu  du  chemin  ^To  D"  ;  il  t^'u  »'é- 
sulte  que  la  valeur  de  la  fonction  nv,  \w\nl  n  dans  la  seconde 
intégrale  diffère  de  la  valeur  de  la  fonction  au  point  m  dans 
la  jireniière  intégrale  dune  quantité  égale  à  la  variation  de 
celle  fonction  correspondant  au  déplacement  /////,  variation 
marquée  par  J/  (2).  D'autre  part,  la  fonction  étant  monogène  , 
c'est-à-dire  admettant  la  même  dérivée  pour  les  deux  dépla- 
cements mm'  et  mu  ,  on  a 


i)i:\  Kl  ()i'i'i:\ii:»x   iiiis   l■o.^cTI<J.^s   K^    sékii;.s.  ui 

d\>à  1  on  déduit 

(i)  ^/{z).(h  =  (If{z).3z. 

Cela  ])Osc',  (  alculuiis  la  Nariallou  de  rintégrale  déliiiic, 
ifiiand  on  rciiiplace  le  dieniiii  Zo  CZ  par  le  chemin  Infininienl 
voisin  z„  DZ.  On  a 

5      1         /iz)rh=      I        [Ô/(z).f/z-\-/{z).c/riz]l 

»'n  vorlu  delà  lelalion  (i),  eelle  expression  devient 

I      [clf{z).3z+f{z),diiz], 
OU,  plus  siinj)loin('iiL , 


i 


'  d[fiz)oz\  =  \f[z);sz\' 


Les  deux  points  extrêmes  étant  tixcs,   ÔZq  csl  nulle,    ainsi 
que  d7j\  donc  la  variation  de  rintégrale  définie  est  nulle. 

20.  Considérons  maintenant  deux  lignes  quelconques  allant 
d'un  point  à  ini  autre  et  comprenant  entre  elles  nue  portion 
finie  du  plan  dans  laciuelle  la  l'onction /'(s)  reste  Unie,  eonii- 
nue,  mouodrome  cl  monogène  ,  il  est  clair  que  ces  lignes  con- 
duiront h  la  même  valeur  de  1  intégrale  délinie;  car  on  peut 
passer  de  l'une  de  ces  lignes  à  l'autre  par  une  série  di'  trans- 
formations ([ui  îi'allèrent  pas  la  valeur  de  l'intégrale  délînie. 
Il  en  résulte  que,  si  la  fonction  /(r)  est  synectique  dans 
' '^i    '  la  portion    du    plan    comprise    dans    une 

^  courbe  fermée,    rintégrale  défuiie,   obtc- 

^'^  \        nue  en  parcourant  ce  contour,  est  nulle. 

En   etïet ,    l'intégrale   le   long   de    z^^  AZ 
i  fig-  5)   est  la  même  que  suivant  Co  BZ  ; 
^  _,--^     ""  or,   quand  le   point  Z  vient   en   z^  ^  cette 

dernière  intégrale  est  évidemment  nulle. 
De  même,  si  la  fouctiony  (2)  est  synectique  dans  la  portion 
du  plan  comprise  entre  les  deux  courbes  fermées  ABC,  A'B'C/ 
{fig-  Ci),  les   intégrales  correspondantes  à  ces  deux  contours 
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sont  égales.    En  eiïel ,   le  ch(unin   A'B'CyV  peut    èire    rcni- 
Fig.  6.  placé  par  le    chemin   A'ABCAA'  5 

mais  les  portions  d'intégrale  obte- 
nues en  parcourant  la  ligne  A'A. 
d'abord  de  A'  en  A,  puis,  à  la 
fin,  en  sens  contraire,  sont  évidem- 
ment égales  et  de  signes  contraires; 
donc  les  deux  contours  ABCA  , 
A'B'C'A',  donnent  la  même  inté- 
grale définie. 
Ces  théorèmes  remarquables  sont  dus  à  M.  Cauchy  (*  )  ;  nous 

en  avons  reproduit  la  démonstiation,  afin  de  bien  pi'éciserles 

hypothèses  sur  lesquelles  elle  repose. 

21 .   Lorsque  la  fonction  /  (c)  est  synectique  dans  une  certaine 
pni  lion  du  plan  ,  l'intégrale 


£ 


/{z)dz. 


calculée  à  partir  d  un  point  Zq  et  prise  le  long  d'une  courbe 
quelconque  tracée  dans  cette  partie  du  "plan  ,  est  aussi  une 
fonction  synectique  dans  la  même  étendue.  On  voit  d'abord 
que  la  fonction  est  monodrome,  puisque  tous  les  chemins,  qui 
vont  du  point  ^o  au  point  s,  conduisent  à  la  même  valeur.  Il 
est  facile  de  démontrer  qu'elle  est  aussi  monogèiie.  Désignons 
par  F(^)  cette  fonction  nouvelle;  si  nous  donnons  à  la  variable 
z  un  accroissement  /? ,  la  fonction  éprouve  l'accroissement 


¥{z-hh)~¥{z}=    /    ""     /{z]dz  =  \/iz) 

la  quanlité  i  s'annulanl  a\ec  //.  On  en  déduit 

Y{z-^h)  —  F  (: 


£j//, 


h 

Y{z  +  h\ 


')  Cowiitrs  iciidus  de  iAcndvniic  des  Sciences;  18,^6. 
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Ainsi  !albn<tioii  1'  [z]  ;i  iukî  tlérivcc  iiirKiuc  /  (  ")  ,  (|ii(ll<' (juc 
soit  la  (lirfflioii  du  (I<'-|»I.i(oiirmiI  ;  c'est  (loue  une  fonction  nio- 
nogène. 

2!2.   Ia'  développement  en  série  n'offre  plus  aucune  clillicullé. 

Soit  y  (s)  une  fonction 
finie,  continue,  niono- 
(Iromc  etniono}^ène,dans 
rintéiieuid'un  cercle  dé- 
crit (le  l'origine  comme 
centre  avec  un  rayon  R 
(,»•  7);  j^'  «^'is  quelle 
est  développable  en  sé- 
rie ordonnée  suivant  les 
puissances  de  z  et  con- 
vergenle   dans  le  cercle 

de  rayon  R.  Soit  t  un  point  tixe  pris  à  volonté  dans  l'intérieur 

du  cercle,  la  fonction 

z  —  t 

dans  laquelle  nous  regardons  2  comme  la  variable,  jouit  des 
mêmes  propriétés  cjue  la  fonction  J  {z)  dans  l'intérieur  du 
cercle  R;  elle  est  évidemment  finie,  continue,  monodrome  et 
monogène,  comme  la  fonction  y"( s ) .  On  pourrait  craindre 
cependant  qu'elle  ne  devint  infinie  pour  la  valeur  ])articulière 
z  =^  t  qui  anmdc  le  dénominateur^  pour  éviter  cet  incon- 
vénient, nous  supposerons  d'abord  qu'au  point  /  la  dérivée 
J'  [z)  de  la  fonction  proposée  a  une  valeur  finie;  si  l'on  donne 
à  z  une  valeur  voisine  de  /,  la  fonction 

/i^)-/(0 

, 

z  —  t 

difiérant  très-peu  de  la  quantité  finie /'(/),  aura  clle-mènic 
une  valeur  finie  et  sera  continue.  Ainsi  la  fonction 


/(■ 


■/(/) 
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est  finie  et  continue  en    tons  les  points  situés  à  1  intéiieui    du 
cercle  sans  exception. 

Du  point  O  comme  centre,  avec  un  rayon  /'  plus  grand 
que  Of,  mais  plus  petit  que  R,  décrivons  un  second  cercle. 
Il  résulte  du  théorème  précédent  que  l'intégrale  définie 

^y(-)-/(o  , 


/ 


obtenue  en  parcourant   la  circonférence  r.  est  nulle:   on  en 
déduit 


r/j/jdz  ^  rf{z)ciz 

J    z-t        J    z-t ' 


les  intégrales  étant  prises  le  long  de  la  même  circonférence^ 
et  si  l'on  fait  sortir  du  signe  /  le  facteur  constai\ty(?), 


^"^/^-/B 


-  dz. 
t 


La  fonction ne  devenant  infinie  que  pour  la  valeur  z=.t, 

on  peut  dans  l'évaluation  de  l'intégrale 


I         (IZ 

J    z  —  t 


remplacer  la  circonférence  /•  par  une  circonférence  décrite  dv« 
point  /  comme  centre  avec  un  i-ayon  infiniment  petit  p.  Posons, 

le  rayon  o  étant  constant  et  1  angle  0  seul  variable,  on  u 
d'où 

riz 
-^—irlf); 

l'intégrale  devient 
On  a  donc 

277/  ./      Z  t 
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cette  (lerniéi-e  intégrale  ('tant  prise  sur  la  circonférence/-,  et  en 
toiiiiianl  (le  Ox  vers  Oy.  Mais  quand  le  point  z  parccnirl  la 
eirconfércMice  /•,  le  module  de  z  reste  constamment  plus  grand 
(jue  le  niodule  de  f  ;  on  peut  donc  dévelop|)er  la  fraction 


—  t 


en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  (  rols- 
santes  de  t,  ce  qui  donne 


—  t 


I  /          t        r- 
=  -      1  H f-  —  -+- 


■y.~i\J      z  J      3-'  J      z-  J 

Chacune  des  intégrales  définies  qui  entrent  dans  le  second 
membre,  étant  ])rise  le  long  dun  contour  iini  /•,  a  mse  \aleui' 
finie  et  déterminée,  et  la  foncliony(t)  se  trouve  ainsi  déveloj)- 
pée  en  une  série  convergente  oi'donnée  suivant  les  puissances 
croissantes  de  l.  En  ap|)elani  ?/o,  l'i,  u^-,  •  •  •  les  coeflicients  de 
la  série,  on  a 

(i)  f{t)  =  iio-hii,t-h-u,t'-j-.... 

Si  Ion  pose 

un  coeflicient  quelconque  est  donné  par  la  fornuile 

dans  laquelle  /'désigne  un  rayon   ailjilraiic  plus  petit  que  le 
rayon  R.  du  cen  le  de  convergence. 

23.  Le  point  A  est  un  point  (pielconque  intérieur  au  cercle 
de  rayon  R  ;  ainsi  la  série  représente  la  fonction  proposée  /"(/) 
Cl!  tous  les  points  du  cercle,  excepté  toutefois  les  points  oii  la 
dérivée /'(^)  serait  infinie  ou  disconlinue  :  juais  celle  restric- 
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lion  est  inutile.  En  eilet,  nous  avons  clémonlré  (n"  15)  (juune 
série,  ordonnée  eomniela  série  (i),  est  une  fonclion  continue 
de  la  variable  / ,  dans  Je  eereie  de  convergence,  sans  exception  -, 
la  fonctioïi/(f)  et  la  sérii-,  étant  continues  dans  toute  reten- 
due du  cercle^  et  égales  en  tous  les  points,  excepté  en  certains 
points  particuliers,  ne  peuvent  difïérer  même  en  ces  points. 
Donc  le  développement  s'applique  à  tous  les  points  du  cercle 
sans  exception. 

La  fonction  /  [t)  et  la  série  étant  égales,  leurs  dérivées  sont 
égales,  et  Ton  a 

/' {e)  =  «,  -t-  2  «2 ^ -h  3 II, t'-{-. .  . 

pour  tous  les  points  du  cercle  de  convergence  (n"  16). 

On  voit  par  là  que  la  dérivée/'  [t)  de  la  fonction  proposée 
reste  finie  et  continue  dans  le  cercle  ,  et  que,  par  conséquent, 
il  est  impossil)le  qu'elle  devienne  infinie  ou  discontinue  en 
aucun  de  ses  points.  Ainsi  la  circonstance  que  nous  avons  écar- 
tée dans  la  démonstration  ne  peut  pas  se  présenter. 

De  ce  qui  précède  résulte  le  beau  théorème  de  M.  Cauchy, 
que  nous  énoncerons  de  la  manière  suivante  : 

24.  Théorème.  —  Pour  qu  une  fonction  soit,  dêueloppable 
en  une  série  ordonnée  sui\'ant  les  puissances  entières,  posi- 
tn^es  et  croissantes  de  la  variable^  et  convergente  dans  un 
cercle  décrit  de  V origine  comme  centre ,  il  est  nécesscdre  et 
il  sujfit  que  la  fonction  soit  synecliqiie,  c'est-à-dire  soit  finie ^ 
continue^  nionodrome  et  nionogcne ,  dans  ce  même  cercle. 

Ces  conditions  sont  nécessaires,  car  nous  avons  démontré 
(n"  17)  ({u'une  série,  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  la  variable  ,  est  une  fonction  synectique  dans  le 
cercle  de  convergence.  Elles  sont  suffisantes;  car  nous  venons 
de  dénionti  ei'  que,  loisqu'une  fonction  est  synecticjue  dans  uii 
c<;r(  le  de  rayon  R,  elle  est  développable  en  une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable  et  convergente 
dans  le  même  (  ercle.  11  est  d  ailleius  inqiDssible  de  les  réduire 
à  un  moindre  nombre;   les  explications  qu(î  nous  avons  don- 
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Jiécs  au  (  oinniciiceniciil  de  (v  ^Friiioirc  font  voir,  en  ellel, 
(|u'uiic  foiitlioii  peut  èlJi'  (inie  et  eoiitiiiiK;  sans  ètic  iiioiio- 
dromc,  monotironie  sans  êlie  inonoi;èiu'.  on  nioiiogène  sans 
être  monodiome. 

23.  Une  fois  établie  la  possibilité  du  dévcloppcineiit ,  il  est 
laeile  de  déterminer  les  eoeflielenis.  Reprenons,  eu  elïet ,  la 
série  (i),  dans  laquelle  nous  remplaçons  t  par  2, 

(2)  /{z)  =  «0  -h  a,z-\-  11^  z-  H-  «3  2'  4-  ...  . 

Lu  ronclioii  et  la  série  étant  égales  daus  le  eerele  Jl ,  leurs  dé- 
rivées des  difîérents  ordres  sont  égales  dans  le  nu^iue  eeicle. 
On  a  donc 

/'  (2)  =  II,  -t-  2  «j  z  =  3  u^  sV-r-  .  .  .  , 

/"  (s)    =    I    .2  «2  +  2.  3  «.,  z  -^  .   .  .    , 
/'"(z)  =1.2.3  «,:  +  2     3  .  4  «,  Z.  +  .   .  .  , 


Ces  diverses  séries  sont  toutes  convergentes  dans  le  cercle  P>  et 
continues  ;  si  l'on  v  fait  s  =  o ,  ou  a 

«o=/(o),     «,  =/'(o),      I.2«,=/"(o),     I  .2.3«,.  =/'"(o),  .  .  .  , 

et  l'on  obtient  ainsi  la  séiie  de  Maclaurin, 

(3)  /(3)=/(o)-f./'(o)i+/"(o)^H-.... 

Nous  avons  exprimé  les  coefficients  de  la  série  de  deu.\  ma- 
nières, par  des  intégrales  définies  et  au  moyen  des  dérivées  de 
la  fonction.  La  comparaison  des  deux  développements  donne 
la  formule 

La  série  de  Taylor  s'eii  déduit  aisémenl  ; 

Si  la  jonction  f[z)  est  synectiquc  dans  un  cercle  dccril 
auLour  du  poinL  z,,  coininv  centre,  elle  se  développe  en  une 
série  ordonnée  sui\'ant  les  puissa/ices  croissantes  de  z  —  Zg 
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et  cotn'eri^eiih'  dans  le  ttiénie  ceicle,  et  l'on  a 

En  remplaçant  z^  par  z  cl  z  —  ^o  p^'"  ft  -,  on  oi)lienl  la  série 
de  Taylor  sons  sa  forme  habitnelle 

(6)  /(,  +  /,)==/(>)  +/'(,)^+/"(3)i_+..., 

et  la  formule  (4)  devient 

(7)  f"{^)='    "^"j/'    I      "f{z-i-,rO.)c->'OiM, 

r  étant  un  rayon  arbitraire  plus  petit  que  le  rayon  du  eci de  de 
eonvergeiiee  relatif  au  point  z. 

■     yi pplication  a  quelques  exemp/cs. 
2G.   Soit  nue  fraction  rationnelle 

^Marquons  les  poiiils  A,  li,  Cl,  .  .  .  <]ui  aunuleut  le  dénomi- 
nateur, et  qui ,  par  conséquent,  rcndeut  la  fonction  infinie. 
Soit  A  celui  de  ces  points  qui  est  le  plus  rapproché  de  l'ori- 
gine; du  point  O  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  OA, 
décrivons  un  cercle  ;  la  fraction  ralionnelle  sera  développable , 
dans  ce  cercle,  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les 
puissances  croissantes  de  z.  Dès  que  l'on  sort  du  cercle,  la  séri(; 
est  diveigente,  car  la  fonction  devient  infinie  au  point  A. 

De  même ,  si  d'un  point  Zq  ,  pris  arbitrairement  dans  le  plan  y 
avec  un  rayon  égal  à  la  distance  de  ce  point  à  celui  des  points 
A  ,  B ,  C , . . .  qui  en  est  le  plus  rapproché ,  on  décrit  un  cercle , 
la  fonction  sera  développalde,  dans  ce  cercle,  en  une  séiie 
convergente,   ordoimée  suivani    les  puissances  croissantes  de 
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^11.   h;i  (biictloii 

f'Siii  z 

étant  iinie,  coiilimu',  nionotliomc  et  monogène,  clans  toute 
l'étendue  (lu  plan,  estdéveloppable  en  une  séiie  ordonnée  sui- 
vaiil  les  puissances  de  s,  et  convergente  dans  toute  l'étendue 
ilu  plan. 

La  lonelioM 

r 

est  discontinue  ou  indeleiininée  pour  2;  =  i  ^  car  elle  devieni 
infinie,  ou  nulle,  ou  indélei minée  au])oint  ^  ==  i  ,  suivant  le 
ciiemin  <pi'on  suit  ])Our  y  arriver;  elle  est  donc  développable 
dans  le  cercle  de  rayon  i.  Il  en  est  de  même  de  la  fonction 


qui  devient  indélcrniinée  an  point  z  =  1 
28.    Soit  la  loiution  irrationnelKî 


compiée  à  partir  de  .3  =  o ,  avec  la  valeui'  initiale  -h  i.  Nous 
avons  vu  (n"  3)  que  cette  fonction  cesse  d'être  monodrome 
quand  on  tourne  autour  du  point  z  =.  —  i  ;  elle  sera  donc 
développable  eu  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les 
puissances  croissantes  de  2.  dans  le  cercle  décrit  de  l'origine 
comme  centre,  avec  u.n  rayon  égal  à  Tunité.  Il  en  sera  de  même 
d'une  fonction  implicite  u  délînie  par  une  équation  algébrique 
entre  11  et  z  et  comptée  à  partir  du  point  z  avec  la  valeur  ini- 
tiale//q  (n"  4).  Si  du  point  Zq  coiunie  centre,  avec  un  rayon 
égal  à  la  dislance  au  point  le  plus  proche  pour  lequel  l'équation 
a  des  racines  égales  et  la  fonction  cesse  d'être  monodrome,  on 
décrit  un  cercle,  la  fonction  sera  développable  dans  ce  ceicle 
en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissaïues  crois- 
santes de  z  —  Zq. 
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La  foiuilun  iraiisrendaiilf 

log  (i  -+-z), 

comptée  à  parlir  de  z  =  u.  avec  la  valeui'  ijiillale  zéro  (n*'5) 
devient  infinie  ,  et  cesse  d'être  nionodi  orne ,  an  point  z  =  —  i  ; 
elle  sera  donc  déveîoppable  en  nne  série  convergente  ordonnée 
suivant  les  puissances  croissantes  des,  dans  le  cercle  décrit  de 
l'origine  comme  ceiitre,  avec  un  rayon  égal  à  Funité. 
lia  fonction 

u  z=z  ,r-'  H-  y-  4-  ■?.  .vyi , 

n'étant  pas  monogène,  n'est  pas  déveîoppable. 

"29.    Consi<lérons  enfin  la  fonction 

Il  ^  sin  z  4-  A  (.»'-  +  Y'  —  I  ), 

dans  laquelle  la  lettre  A   représente   la  valeur   de   l'inlégrole 
définie 


2     /     "  sin/ 

ce 


dt. 


oblenue  en  donnant  à  /  des  valeurs  réelles  de  o  à  tvD 
On  sait  cjue  lintégralc  définie 


-.i 


sin  t 

cos  s;t  dt 

t 


est  cijnstamment  égale  à  1  unité  quand  le  nombre  g' est  moindre 
que  I  ,  et  qu'elle  est  constamment  nulle  quand  le  nombre  ^  est 
plus  grand  que  j.  De  l'origine  comme  centre ,  avec  un  rayon 
égal  à  limité,  décrivons  un  cercle;  le  facteur  À  sera  nul  tant 
(lue  le  point  z  restera  dans  le  cercle,  et  il  deviendra  égal  à 
l'unité  pour  tous  les  points  extérieurs.  La  fonction  est  finie, 
continue  et  monodrome,  dans  toute  l'étendue  du  plan  ;  elle  est 
monogène  dans  le  cercle  de  rayon  i  ,  puisque  la  seconde  partie 
se  réduit  à  zéro  dans  lintérieur  du  cercle;  mais,  hors  du 
cercle,  elle  nesi  plus  monogèiie,  parce  que  la  seconde  partie 
(2  _|_  ^  2  —  j  „\.,ii  pa;,  monogèue.  On  en  (onclutquela  fonction 
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est  développable  en  série  eoiivergciitc  dans  le  <  erele  de  rayon 
égal  à  l'unité. 

Les  exemples  précédents  montrent  que  la  limite  de  conver- 
gence delà  série  est  déterminée,  tantôt  parce  que  la  fonction 
devient  infinie  ou  discontinue,  tantôt  parce  qu'elle  cesse  dêlre 
monodrome,   tantôt  paice  quelle  cesse  d'être  monogène. 

30.  Théorème  II.  —  Lorsquiine  fonction  est  synectiquc. 
flans  la  portion  du  plan  comprise  entre  deux  cercles  ayant 
pour  cetitre  l'origine  des  coordonnées,  elle  est  développable 
en  une  double  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières, 
positii'cs  et  négatives,  de  In  variable,  et  convergente  dans 
cette  portion  du.  plan. 

JVous  supposons  la  fonction  /(::)  synectiquc  dans  la  portion 
Fig.  8.  du  plan  comprise  entre 

les  deux  circonférences 
R  et  R' décrites  de  l'ori- 
gine fomme  centre,  R 
étant  plus  grand  que  R'. 
Soit  t  un  point  quel- 
con([uede  cette  couronne 
[Jig.  8);  du  point  O 
comme  centre  décrivons 
deux  cercles,  l'un  avec 
un  rayon  /•  plus  petit 
que  R,  mais  plus  grand 
((ucO/,  l'autre  avec  un  rayon  /•'plus  petit  que  O/,  mais  j)lus 
giaïul  (fuc  R'.  I/intéijrale 


/■ 


'f[z)-f^t\ 


clz, 


obtenue  en  parcourant  chacune  des  deux  circonlérences  dans  le 
même  sens,  a  la  même  valeur.  En  distinguant  par  les  indices 
r  et  /•'  ces  deux  intégrales  délinies  ,  on  a 


i 


y[^)-f{t] 


(h 


\n^)-fit] 


■■j;-^ 
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m"'-^i"m-m^'--'^£éy 


Mais    /  —  =  o^  car  la  circonférence  /■'  ne  comprend  pas  le 

point  z=.  l  qui  rend  infinie  la  fonction  placée  sons  le  signe  /. 
On  sait  (1  ailleurs  que 


I: 


]| 


ésulte 


Dans  la  première  intégrale,  le  module  de  z  étant  plus  grand 

(jiie  celui  t\ct.  la  quantité peut  ètie  développée  en  une 

série  convergente  suivant  les  puissances  positives   croissantes 
de--  Dans  la  seconde,  au  conlraire,  le  module  de  z  étant  pins 

petiî  que  celui  de  /,  la  quantité se  développera  en  une  sé- 

lie  convergente  suivajit  les  Muissances  <i'oissanles  de  -• 


On  aura  donc 


dz 


271-/ 


f[z)(h 


H- 


I  +^-'   f/{z)dz-^t-^   ^f[z)zdz...    I 

Les  ialégrales  définies,  qui  servent  de  coefficients  à  la  double 
série,  ont  des  valeurs  finies  et  déterminées.  On  peut  les  prendre 
le  long  d'une  circonférence  aibitraire  comprise  entre  les  cir- 
conférences K  et  IV,  et  eu  tournant  de  droite  à  gauche.  Si  Ton 
pose  z  =  /e    ,  et  si  l'on  rempiaie  t  par  2,  on  a  la  double  série 


'8) 


\f[z)  =:  II, y  -\-  UiZ  -\-  U.Z''-  -\-      ■  ■ 

!  -\-    II-,  3~'  -+■  II. ,-2  Z"--}-.  .  . 
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clans  laquelle 


II,,  =  —     /         /{rc Ot)e-nOi  fia^ 


Cette  extension  du  lliéorème  de  M,  Cauchy  a  été  indiquée 
parle  capitaine  Laurent. 

31 .  Il  est  facile  d  étendre  les  théorèmes  précédents  aux  fonc- 
tions de  plusieurs  varialdes  indépendantes.  Son  f  [x ^  j ^  z) 
une  fonction  de  trois  variables  imaginaires  x,  y,  z^  finie, 
continue,  monodrorne  et  monogène,  quand  chacune  des  va- 
riables reste  comprise  dans  une  certaine  portion  du  plan. 
Donnons  à  x,y^  z  des  accroissements  /i,A,  /;  la  fonction 
/(x-h  A,  j)  -h  A  ,  z-\-l)  est  finie,  continue,  mouodrome  et 
monogène,  tant  que  les  variables  h,  k^  l  restent  comprises 
respectivement  dans  des  cercles  de  rayons  R,  R',  R".  décrits 
des  points  .r,j',  z  comme  centres. 

Posons 

1/  =  X  -^  t/i ,      i'  ::=z  j"  -\~  tk  ,       («'=:;  -f-  // , 

t  désignant  une  variable  dont  le  module  est  plus  petit  que 
Tunité.  La  fonction /"(u,  k>,  w)  est  une  fonction  svnectique  de  /, 
quand  la  variable  t  se  meut  daiis  le  cercle  de  rayon  t,  décrit 
de  rorigine  comme  centre;  elle  est  donc  développable,  dans 
cette  étendue,  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les 
puissances  croissantes  de  f,  et  Ton  a,  en  désignant  par  F(/) 
cette  fonction, 

t         „      .    f" 

F(0  =  Ffol  +  F'  (ol--f-F"(o h 

Mais  on  a  symboliquement 

F"  (0  =  (/'D„/4-  /!  0,,/+ /  D„,/)% 
d  où 

F"  ( o)  =  (  h  D,  /+  /  D,  /+  /D=  /)«. 

Si   l'on  remplace  F"  (o)  par  sa  valeur  et  que  I  on  tasse  f  =  i  , 
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on  obtient  la  série 

(9)  y^(/^D,/+/D^/+/D,/)''^ 

(  •^i  1.2,  .  ./? 

ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  A,  h^l,  et  con- 
vergeiite  dans  les  cercles  de  rayons  R,  R',  R". 

Les  coefficients  s'expriment  aisément  au  moyen  d'intégrales 
définies.  En  elVet,  si  dans  la  formule  (y) 

n" cp  (.r)  =       "  '  '  '  '        /  ?  (  -î-'  -4-  ''f'^'  )  '"  "~  "^'  ff^J  1 

on  faii 

,s{x)  z=  D'^  •}(.r,  v), 
on  a 

«+«'    ,    _    I.?..   .      ».    1  .2.  .  .^?'  _! 

-       '^  "  r"/"'  (2  7r)^ 

xi  1  J>  (.r  -j-  ;e^' ,  r  +  ^  (^'''  '  )  t'—  "'"■  —  "'6  '(10  dO'. 

Celle-ci  donne  pareillement 

I  .  2  .  . .  « .  I  .  2  .  .  .  o' .  I  .  2  .  . .  «"      I 


DN-t-H-l-n"    /•/  , 

/(■^,.r>z) 


CHAPITRE  IV. 

PnOPRîÉTÉS    GÉNÉRALES    DES    FONCTIONS. 


32.*Théorème  I. — Lorsqii  une  fonclioji  est  synectique  dans 
une  certaine  portion  du  plan,  toutes  ses  dérivées  sont  aussi 
des  fondions  synectiques  dans  la  même  étendue. 

Soit  Z(i  un  point  quelconque  pris  dans  cette  portion  du  plan  , 
nous  avons  démontré  que  la  fonction   ))roposée/"(7)  se  déve- 
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loppc  en  une  série  eouveigeiile 

f{z)  =  «„H-  M,  (2  2„)   -4-   «2  (2—    Zj, '--(-..  . 

dans  un  cercle  décrit  du  point  Zf,  comme  rentre  avec  un  rayon 
convenable.  On  en  déduit 

/'  (z)  =  M,   -f-   ?.  Ih  (2  —  Z„)  4-   3  «,  (2  —  2„)=  + 

Cette  série  étant  convergente  dans  le  même  cercle,  la  fonc- 
tion/^'(n)  est  synectique  dans  ce  cercle;  et,  comme  le  point 
^0  peut  être  pris  arbitrairement  dans  la  j)orlion  du  plan  pour 
laquelle  la  foncliony(z)  est  synectique,  la  fonction  j  '  [z)  jouit 
de  la  même  propriété  dans  toute  cette  étendue. 

Le  théorème  étant  démontré  pour  la  première  dérivée,  s  é- 
leiid  évidemment  à  toutes  les  autres. 

33.  Corollaire  J.  —  Une  fonction  synectique  ne  peut 
être  constante  fîans  une  portion  finie  du  plan,  si  petite 
quelle  soit. 

Soit  2o  vin  point  situé  dans  celte  portion  du  plan;  la  fonc- 
tion étant  constante  dans  le  voisinage  du  point  2o?  toutes  ses 
dérivées  sont  nulles  en  ce  point ,  et  la  série  de  Tavlor  se  ré- 
duit à 

/{z)  =  f(z„). 

Il  en  résidte  que  la  fonction  est  constante  dans  le  cercle  de 
convergence  décrit  du  point  z^  comme  centre.  Que  Ion  répète 
le  même  raisonnement  pour  un  autre  point  du  cercle,  et  Ion 
démontrera  ainsi  de  proche  en  proche  que  la  fonction  reste 
constante  dans  toute  l'étendue  du  plan  pour  laquelle  la  fonc- 
tion est  synectique. 

Il  en  serait  de  même  si  la  fonction  était  constante   le  loiiij 
d'une  ligne,  si  petite  quelle  soit. 

Corollaire  II.  —  V ne  Jonction  synectique  ne  peut  avoir 
toutes  ses  dérivées  nulles  en  un  point . 

Si  cela  avait  lieu,  la  fonction  serait  une  constante. 

34.   Théorème  II.  —  Lorsqu  une  fonction  synectique  dans 
une  certaine  portion  du  plan  s'annule  poui'  une  valeur  z  =  a 

3. 
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eori'.prise  dans  cette  portion  du  plan,  elle  est  divisible  par 
(2  —  a)",  "  désignant  un  nombre  entier  fini. 

En  développant,  d'après  la  série  de  Taylor,  on  a  en  e(Tet 

/(z)  =/'  [") H/"  [a)  \ L  +  .  .  .  , 


doù  Ton  déduit 


n 


f'{a)^f"{a)'^ -^ 


f[z\, 
Le  quotient  - — '—•>  éianl  développé  en  série  convererente  dans 
^  z  —  a  ^  ^ 

un  cercle  décrit   du  point  a  comme  centre,  est  une  fonction 

svnectique  dans  le  voisinage  du  point  /i,  et  par  conséquent  dans 

la    même  étendue   du    plan  que  la  fonction  proposée;  Si  l'on 

représente  par  9(2)  celte  fonction,  on  aura 

f[z)={z-a).[z). 

Si  la  (juantité  a  n'annule  pas  f  (z),  on  dit  que  n  est  racine 
simple  de  ré([nation  y  (s)  =  o.  Mais  si  a  annule  la  fonc- 
tion j  {z)  et  :?es  [n  —  i)  premières  dérivées,  on  a 

ei  le  quotient 


est  une  fonction  syneciique  dans  la  même  étendue  que  la  fonc- 
iion/'(z).  Si  l'on  représente  ce  quotient  par  cp  (2),  on  a 

/(z)=(z_«)«cp(z). 

Dans  ce  cas,   on  dit  cjue  !a  racine  a  est  du  degré  //  de  multi- 
Y)li<ité. 

Le  nombre  des  dérivées  qui  sannulenl  pour  z  —  a  étant 
nécessairement  iini,  toute  racine  est  d'un  degré  fini  et  entier 
de  multiplicité. 

35.  Scolie.  —  Dans  une  portion  finie  du  plan,  l'équa- 
tion y' (3)  =  o  n'admet  qu'un  nombre  fini  de  racines;  car,  si 
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L']le  011  adniellail  une  inliuitc,  les  poiiils  ((ni  (  orrcsiioiidcuL  aii\ 
racines  seraient  infiniment  rapprochés  les  uns  des  autres  é-i  la 
ionction  nulle  en  ces  points  intlnimenl  iap[)rochés,  ce  (|ui  est 
impossible. 

Si    Ion  appelle  «,  ^,c,...,/  les  racines,   la  fonction  ^^  (z) 
s'écrira 


/(')=■-:-)  •-;;)-3--(-7) 


©  (z)  étant  une  fonction  svuectique  cpii  ne  s  annule  pas  dans 
la  portion  du  plan  considécée. 

36.  Théorème  111.  —  Quand  une  fonction  J  {z),  niono- 
dronie  et  vionogène^  devient  injïnie  pour  z  ^^  a,  quel  que  soil 
le  chemin  suivi  pour  arriver  à  ce  points  on  peut  la  mettre 
sous  la  forme 

(  2  —  a  )»         [z  —  a  )""'  z  —  a 

la  fonction  ^  (s)  étant  nionodroine  et  monogène  et  ne  deve- 
nant pas  infinie  pour  z  ■■=  a. 

En  eftet,  dans  ce  cas,  la  fonction  devenant  nulle  pour 

z  =  rt,  et  restant  finie  et  continue,  on  a 

d'où  Ton  déduit 

I 

^      -  (z    —  a)"  {z—   Cl;' 

La  valeur  a  est  un  infini  du  degré  fini  et  entier  //   de  niulli- 
plicilé. 

Si  1  on  dévelop])e  la  fonction  ^  (z)  en  série  sui\ani  les  puis- 
sauces  croissantes  de  (z  —  «),  la  fonction  proposée  s'écrit 

(  z  —  a)"-        \z  —  <3 )"    '  z  —  a 

ij>  (z)  désignant  une  fonction  monodrome  et  monogène  qui  ne 
devient  plus  infinie  pnni  z  =  a. 
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Pour  que  la  fonction  jouisse  de  ces  propriétés,  il  est  néces- 
saire qu'elle  devienne  infinie  pour  z  =  «,  quel  que  soit  le  che- 
min suivi  pour  arriver  en  ce  point.   Ceci   n'a  pas  lieu  pour  la 

ibnclion  e\  qui,  lorsque  2  =:  o,  devient  nulle,  ou  infinie,  ou 
indéterminée,  suivant  le  chemin  suivi. 

37.  Théorème  IV.  —  Une  fo?iction^  nionodrotne  et  mono- 
gène  dans  toute  V étendue  du  plan,  deinent  nécessairement 
infinie  pour  une  valeur  jinie  ou  infinie  de  la  variable. 

Appelons  M  le  maximum  du  module  de  la  fonction /^(z) 
dans  le  cercle  de  rayon  /•  décrit  autour  de  l'origine  ;  si  dans  la 
formule  (n"!2o) 


/■■(o)=^~ /;■>("-■). 


d^, 


nous  remplaçons  chaque  élément  de  1  intégrale  définie  par  soiî 
module,  ou  par  un  module  plus  grand  M/70,  il  est  évident  que 

le  module  de  l'intégrale  définie  sera  moindre  que    /        MJO 

Jo 
ou  que  2  7:  M,  et  nous  auroîis 

inod  f"  (  0  )  <^  1.2.3,  .    n  — 

Supposons  maintenant  que  la  fonction^  [z)  ne  devienne  in- 
finie pour  aucunevaleur  finie  ou  iniinie  de  s.  c'est-à-diie  que 
le  module  de  la  fonction  reste  moindre  qu'une  quantité  finie  M 
dans  toute  l'étendue  du  plan.  Dans  ce  cas,  on  pourrait  prendre 
le  rayon  /■  infiniment   grand,  et  1  on    aurait,    en   vertu  de  la 

formule  précédente, 

/"(o)  =  o, 

La  fonction,  avant  toutes  ses  dérivées  nulles,  serait  une  con- 
stante. Si  donc  la  fonction  n'est  pas  une  constante,  elle  doit 
devenir  iniinie,  soit  pour  une  valeur  finie,  soit  ])our  une  valeur 
infinie,  de  la  \ariable  z. 

38.  Corollaire  I. —  Une  Jonction^  nionodrotne  el  mono- 
gène  dans  toute  V étendue  du  plan,  devient  nécessainnicnt 
nulle  pour  un<:  valeur  fi ni<'  ou  Infinie  de  la  rarinldc 
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Car   si   la  ibncliou  /  (s)    ne  tlcvenait    pas   nulle,    la   fonc 

lion ne  devifudrail  |)as  infinie  ;  ec  qui  est  impossible. 

Il  peul  arriver  que  la  même  valeur  de  z  rende  une  fonction  à 

la  lois  nulle  elinlinic.  Ainsi  la  fonction  e"  devient  infinie  quand 
le  point  z  vient  à  rorigine  par  un  chemin  situé  à  droite  de 
l'axe  des}'',  et  nulle  quand  le  point  z  vient  à  Toriyine  par  un 
chemin  situé  à  gauche  de  l'axe  des  y.  De  même  la  fonction  e' 
devient  nulle  ou  infinie  pour  des  valeui-s  itifînics  de  z. 

Corollaire  II.  —  Une  fonction^  monodrome  et  tnonogène 
(tans  toute  Pétendue  du  plan,  acquiert  toutes  les  valeurs 
possibles. 

La  fonction  y"  (z)  acquiert  nécessairement  la  a  aleur  A  ,  car 
la  fonction  J{')  —  A  prend  la  valeur  zéro. 

39.  Théorème  Y.  —  Deux  fonctions  monodromes  et  mono- 
gènes^  qui  admettent  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  infinis, 
chacun  au  même  degré  de  multiplicité,  sont  égales^  à  un  fac- 
teur constant  près. 

Soienty(z)  etF(z)  les  deux  fonctions  proposées.  Le  quotient 

de  ces  deux  fonctions,  ne  devenant  ni  nul,  ni   infini,  est  une 
constante.  En  désignant  par  A  cette  constante,  on  a 

Y[z)  =  kf{z). 

Scolie.  —  11  résulte  de  là  qu'une  fonction  est  complètement 
définie,  à  un  facteur  constant  près,  quand  on  connaît  ses  zéros 
et  ses  infinis.  C'est  par  le  nombre  et  la  distribution  des  zéros 
et  des  infinis  dans  le  plan  que  les  fonctions  se  distinguent  les 
unes  des  autres. 

40.  Théorème  M.  —  Toute  Jonction  monodrome  et  mono- 
gène,  qui  ne  devient  injinie  que  pour  s  =:=  oc  ,  sans  des^'cnn 
indéterminée,  est  une  fonction  entière. 

Soit  u=^J  [z]  la  fonction  pioposéc.  Posons  2:z=  -:  la  fonc- 
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tion  s'écrit  a  =  J  (-)  :  nous  rappellerons  cp  (/).  Cette  fonc- 
tion îp  [t.)  devient  infinie  pour  ^  =  o,  sans  devenir  indélernii- 
née.  En  vertu  du  tliéorème  III,  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

La  fonction  ^  (f),  ne  devenant  infinie  pour  aucune  valeur  de^, 
est  une  constante  A„.  On  a  donc 

et.  par  suite. 

f(z)  =  Ao  z"  -+-  A,  z"-'  -t-  .  .  .  +  A„_i  z  -+-  A„. 
Ainsi  la  fonction  f  [z)  est  une  fonction  entière  du  /i'^""' degré, 

•41 .  Théorème  VII.  —  Toute  fonction  monodronie  et  mono- 
gène, qui  n  admet  qu'un  nombre  limité  d'infinis,  est  une  frac- 
tion rationnelle. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  la  fonction y^(  z)  admet  n  in- 
finis simples  a,  h,  c. .  .  . ,  /,  et  prend  une  valeur  finie  et  déter- 
minée P  pour  z  =  ce  . 

La  fonction,  devenant  infinie  pour  z  =  aj  s  écrira  sous  la 
forme 

la  fonction  cp(s)  ne  devenant  plus  infinie  pour  z=^a.  La 
(onction  "f{z)^  devenant  infinie  poui-  z  =  h.  s  écrira  sous 
la  forme 

En  continuant  de  celte  manière,  on  arrivera  enfin  à  une 
fonction  (jui  n'aura  plus  d'infini,  et  ([ui,  par  conséquent, 
sera  une  constante  P.  On  auj  a  donc 

z  —  a         z  —  /;  z  —  / 

La  déinonslialion  rsi  la  nicmc  r|uatMl  il  v  a  des  infinie  mul- 
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liples.  Soil  })  \v  di'gié  de  liiiliiii  (i,  (/  (  xlui  de  b,  de.  La  loiie- 
lioii  proposée  pourra  êli'e  mise  sous  la  ibiine 


f-. 


A, 


{z  —  a)P       {z  —  a)P-'  z  —  n 

B„  B,  B„_, 

'    .  .  .H '—r 


{z—b)'i       (z  —  b)r 


+  ^{z\. 

La  fonction  9  (z),  ne  devenant  plus  infinie  que  pour  z  r=  ce  , 
est  une  fonction  entière. 

En  réduisant  ces  fractions  simples  au  même  dénominaleur, 
on  voit  que  la  fonclion  u  esl  une  fraction  rationnelle  dont  le 
terme  le  plus  élevé  est  du  degré  ti,  si  n  désigne  le  nombre 
total  des  infinis.  A  chaque  valeur  de  u  correspondent  n  va- 
leurs de  z,  c'est-à-dire  que  la  fonction  prend  la  même  valeur 
en  n  points  du  plan.  Cette  fonclion  admet  aussi  n  zéros.  Ainsi 
le  nombre  des  zéros  est  le  même  que  celui  des  infinis. 

42.  Théorème  VIII.  —  Toute  jonction  nionogène.  qui 
admet  m  valeurs  pour  chaque  valeur  de  z,  devient  nécessai- 
rement infinie. 

Désignons  par  z/o?  "n  "a----  ",,,-1  les  m  valeui's  que  piend 
la  fonction  u  pour  une  même  valeur  de  z.  Considérons  une 
fonction  symétrique  de  ces  m  quantités,  par  exemple  leur 
somme 

H„  -h  M,  -V-  «2  4-  ...  4-   llm-\- 

Quand  la  variable  z  décrit  un  contour  fermé,  ces  valeurs  de  la 
fonction  se  permutent  les  unes  dans  les  autres  suivant  une 
certaine  loi;  mais  la  fonction  symétrique  ne  change  pas.  Cette 
fonction  symétrique  est  donc  monodrome.  Puisqu'elle  doit 
devenir  infinie,  il  faut  que  Lun  des  termes  de  la  somme  de- 
V  ienne  infini. 

13.  TnÉorii^ME  IX.  —  Toute  Jonction  ntonogcne.  qui  a  m 
valeurs  poui-  chaque  valeur  de  z  el  qui  n'admet  qu'un  nom- 
hn:  liniilc  d'infinis,  est  racinr.  d'une  rqurition  a/ij^éhnque. 
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Représentons  toujours  paruo,  », ,  «2,...,  «,„_,  les  m  valeurs 
de  //,  et  coîisidérons  les  l'onctionr.  symétriques 

«0  -h-  «I  +  «:•-+-...   4-  «,«_,  , 

savoir,  la  somme  des  m  valeurs,  la  somme  des  produits  deux 
a  deux,  la  somme  des  produits  trois  à  trois,  etc.,  enfin  le 
produit  des  m  valeurs.  Chacune  de  ces  fonctions  symé- 
triques ,  étant  mouodrome  et  n'ayant  qu'un  nombre  limité 
d'infiniS;,  est  une  fraction  rationnelle  en  z.  La  fonction  a 
satisfait  donc  à  une  équation  algébrique  du  degré  m,  dont  les 
coefficients  sont  des  fractions  rationnelles  en  z. 

Celle  équation  est  irréductible;  car  si  la  fonction  u  satisfai- 
sait à  une  équation  de  degré  moindre,  elle  n'aurait  pas  m 
valeurs. 

Corollaire.  —  Une  Jonction  définie  par  une  équation  algé- 
brique irréductible  du  vi"'""'  degré  prend  ni  7>aleurs  pour 
chaque  valeur  de  la  variable. 

On  part  de  la  valeur  z  =  Z(,  avec  une  certaine  valeur  initiale 
u=t/o,et  Ion  suit,  pour  aller  à  un  point  quelconque  du 
plan,  soit  le  chemin  rectiligne,  soit  des  lignes  comprenant  uu 
ou  plusieurs  points  pour  lesquels  Téquation  a  des  racines 
égales.  Ces  chemins  donneront  m  valeurs  différentes  de  la 
fonction;  car,  si  la  fonction  n'en  prenait  qu'un  nombre  moin- 
dre, elle  satisferait  à  une  équation  de  degré  inférieur. 


LIVRE  II. 

DKS  FONCTIOiNS  DOUBLEMENT  PÉRIODIQUES. 


CHAPITRE  PrxEMIER. 

MÉTIIOUK    GÉrsÉRALE     l'Oll!     l' ÉTUDE    DES     FONCHONS     DÉIINIES 
PAR    LES    ÉQUATIOAS    DIFFÉREINTIELLES. 


•44.  Les  cas  où  l'on  peut  intégrer  une  équation  dlllérentielle 
sont  extrèmenient  rares,  et  doivent  être  regardés  comme  des 
exceptions.  Mais  on  peut  considérer  une  équation  dilléren- 
tielle  comme  définissant  une  fonclion  d'après  son  mode  de  gé- 
nération, et  se  proposer  d'étudier  les  propriétés  de  cette  fonc- 
tion sur  l'équation  dlllérentielle  elle-même. 
8i)il 

du 
<iz 

une  équation  dillerentielle  du  premier  ordre  \  u  sera  une  fonc- 
tion de  z,  définie  par  la  condition  de  satisfaire  à  l'équation 
difl'érenticlle  el  d'admettre  une  valeur  initiale  donnée  «o  pour 
z  =  z^.  M.  Caucliy  a  démontré  que  si  le  coeflicient  ditieren- 
tieiy(M,  z)  est  une  fonction  synectique  pour  les  valeurs  de 
u  et  de  z  voisines  de  </o  et  de  Zq?  1^  fonction  intégrale  u  est 
eHe-mème  synectique  pour  les  valeurs  de  z  voisines  de  z,,. 
Nous  donnons  d'abord  une  démonstration  plus  simple  de  ce 
théorème  de  l'illustre  géomètre  .  (jui  est  notr<>  point  de 
départ. 

15.    Leniinc  I. — Solty(:r)   une  l'onction  svMccli((ue  de  la 
v,Tilabl(^  im.ii^lnalrp  r,  dans  Kvcpk  le  décrit  du  iioini    »„  i  oDiiUf-' 
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centre  aver  un  iciyon  r,  et  sur  la  circonférence  elle-même. 
Appelons  M  le  maximum  du  module  de  la  fonction  f  [jc) 
dans  le  cercle  de  rayon  /•.  Si,  dans  la  formule  (n"  25) 

f'{x,)~  '•^•-  •  ''_!_,    /      "^  f(x,-^re(J')e-nOicn, 

on  remplace  chaque  élément  de  l'intégrale  définie  par  la  quan- 
tité M  <:/6  plus  grande  que  son  module,  on  augmente  évidem- 
ment le  module  de  l'intégrale  définie  cjiii  se  réduit  alors  à 
a  ttM  ,  et  l'on  a 

M 
(  I  )  mod/"  (.r,,)  -<  1  .  2 .  .  .  «  — • 

46.  Lenirne  II.  — Soit  /  (x,  }',  z)  une  fonction  syueclique 
par  rapport  à  chacune  des  variables  imaginaires  x\  j,  z , 
quand  ces  variables  restent  comprises  respectivement  dans 
des  cercles  de  rayons  /',  a',  /"  décrits  des  points  .Tq  ,  j^o  i 
Zq  comme  centres ,  et  svir  les  circonférences  elles-mêmes. 
Appelons  de  même  M  le  maximum  du  module  de  la  fonc- 
tion dans  l'étendue  des  valeurs  considérées.  Si,  dans  la  for- 
mule (11°  31) 

..-"  ,.'—"'  W'—n" 
D     .  /(.r„,  J„,  3o)  =  I  .2...«.1.2...«  .1  .2.    .// 


V-  ^  •"  '  (2  7v) 

•  2:: 


on  remplace  chaque  élément  de  l'intégride  multiple  par  une 
quantité  M c/ôr-Zô'*^/ 6"  plus  grande  que  son  module,  on  aug- 
mente le  module  de  l'intégrale,  et  l'on  a 


(-) 


1     l-v«+"  -1-1  /'  ;  ; 


1.2     .  .n    i  .  Q.    ,  .  li  .  \  .  2  .  .  .  fi 


/•"  1 


i7.    jAMiintc  /II.  —  Il   est  facile  de  composer  une  fonciion 
loni  h'^  dc!iv(''cs  parlicllcs  ;ii«^Ml  eu  .tn-  }'o,  r-n  des  vahurs  égales 
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aux  limites  assignées  pouf  les  modules  des  dérivées  correspon- 
danles de  la  fonction  proposée^  {x.  y^  z). 
Considérons  en  ellel  la  fouclion 

M 

(3)     <f{x,j,z)  = 


(-■'-^)(-"-^K-'-^) 


qui  se  développe  en  série  convergente,  tant  que  les  diflérences 
X  —  To,  y  — yo-,  z  —  ^0  ont  des  modules  respectivement  moin- 
dres que  r,  /•',  /".  Le  terme  général  de  la  série  est  de  la  forme 

[x  —  Xq]"  (y —  y,)"'  {z  —  Zq)"" 
r"  r"  r  " 

Si  Ion  prend  une  déiixée  (pielconquc  D"  ."    "    de  la  fonction 

o  [x,  yT  z)  et  que  Ton  v  fasse  x  =  -^o?  J'  =,>  o-  z  =  z^,  le  terme 
écrit  plus  haut  donne 

M 


I  .  2  ...  «  .  I  .  2  ...  rt    .  I  .?....  « 


r" r"  r  " 


et  les  résultats  fournis  par  les  autres  termes  s'évanouissent. 
On  a  donc 


„         M 

,  /;  .  1  .  2  .  .   .  «   .  I  .  2  .  .   .  n 


r"  r"  r  ' 


Ainsi,  en  Xq-,  Jo,  -Zq,  les  dérivées  de  la  fonction  ©  sont  des 
limites  supérieures  des  modules  des  dérivées  de  la  fonction  f. 
Les  principes,  que  nous  venons  de  rappeler,  sont  dus  à 
M.  Caucliy.  Aous  allons,  à  l'aide  de  ces  principes,  démon- 
trer d'une  manière  très-simple  l'existence  des  fonctions  inté- 
grales. 

48,   Considérons  d'abord  une  équation  différentielle 

(4)  tI""-^^^"'"^' 

la  variable  "  part  du  point  z  =  2o-  la  fonction  u  ayant  une 
certaine  \  aleur  initiale  u  =  »o.  jNous  supposons  que  le  coeffi- 
cient   di(ïérenticl  f{z..  u)    est    une    fonction    synerlique    des 
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deux  variables  z  et  n  dans  le  voisinage   des  valeurs  z,^  et   ?/f,. 

Pour  simplifier,  représenlons  les  variables  par  Zo-\- z  et 
^/p -t- // -,  la  variable  z  partira  alors  de  z=o,  la  fonction  u 
ayant  la  valeur  initiale  u  =  o.  Le  coefficient  ditréreniiel  est 
synectique  pour  toutes  les  valeurs  de  z  et  de  u  situées  dans 
des  cercles  décrits  des  points  z^^  et  u^  pris  pour  origine  avec 
des  rayons  égaux  à  p  et  à  /■  et  sur  les  circonférences  elles- 
mêmes.  Nous  appellerons  M  le  maximum  du  module  de  la 
fonction  y^  dans  cette  étendue. 

Si  léquation  ditférentielle  admet  une  intégrale  synectique, 
on  obtiendra  ses  dérivées  successives  au  moyen  des  équations 


cP  u        d  f         il  f  du 
(  5  )        ''    r/z-  dz  du   dz 

d'à        d'f  d'-f  du        d'-fiduV        d/d' u 


dz^         dz''  dz  du.  dz        d/r  \  dz  /  du  dz'' 


que  r<»n  déduit  de  la  première  par  la  dillérentiation. 

Imaginons  que,  dans  les  seconds  membres,  on  remplace  les 
valeurs  de  la  fonction^  et  de  ses  dérivées  partielles  pour  ^  =  o 
et  «  =  o  par  leurs  modules  ;  la  première  donnera  le  module  de 

(-—1   :  en  portant  cette  valeur  dans  la  seconde,  on  aura  une 

\dzl„ 

limite  supérieure  du  module  de  ( -ry  )   •  en  portant  ces  valeurs 

dans  la  troisième,  on  aura  une  limite  supérieure  du  module  de 
d'u' 


,  ;  et  ainsi  de  suite. 
dz' 

En  vertu  du  lemmc  III,  les  dérivées  partielles  de  la  fonc- 
tion/"(s,  u)  ont,  pour  s  =  o  et  ii  =  o,  des  valeurs  dont  les 
modules  sont  moindres  que  les  dérivées  correspondantes  de  la 
fonction 

M 


z 

I 

P 
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(Ion sidérons  réqualioii  dilU'Mciilifllc 
dv  INI 

(6)  -z=tp(2,  ..)  = 


dans  laquelle  nous  donnons  à  la  foiiriion  v  la  valeur  initiale 
i'  =  ()  pour  3  =  o.  Si  cette  nouvelle  équation  admet  une  in- 
tégrale syneclique,  on  obtiendra  ses  dérivées  successives  au 
moyen  des  équations 


(7) 


dv 
Jz 

;r:  cp  (z 

,'■) 

) 

d'v 
dz-" 

d(f 
'^'dz 

+ 

d  ^  dv 
dv  dz 

d'v 

d'rf 

~   Vlz' 

+ 

d^  fs> 

?. — 

dz  dv 

dv 

dz-^ 

r/^  o  /  dv  \  '        r/  cp  r/^  v 
Jv'   [dz 


dv-   \  dz  j  dv  dz' 


analogues  aux  équations  (5).  Quand  on  y  fait  z=:  o  et  *>  =  o. 
la  fonction  ç)  et  ses  dérivées  partielles  prenaiit  toutes  des  va- 
leurs positives,  les  seconds  membres  sont  des  sommes  de  termes 

positifs,  et  l'on  en  déduit  successivement  pour  (  —  )  >  (  — ;  )  •> 

(  d'v\  .    .  ».       •    1       r 

I  ^  I  1-  •  •')  des  valeurs  positives.  Ainsi  la  fonction  p-  a  pour 

z  =  G  toutes  ses  dérivées  réelles  et  positives. 

Comparons   maintenant  les   équations  (5)  et  (j).  On  voit 

d'abord  que  le  module  de  (  —  j     est  moindre  que  (  —  )  •    Les 

modules  des  termes  de  la  seconde  équation  étant  moindres  que 

les  termes  de  Téquation  correspondante,  le  module  de  (  '— ^  ) 

est  moindre  que  (  -ji  )  5  et  ainsi  de  suite.  On  conclut  de  là  que, 

si  les  fonctions  u  et  v  existent,  les  dérivées  de  la  première  ont, 
pour  z  =  o,  des  valeurs  dont  les  modules  sont  respectivement 
moindres  que  les  dérivées  de  la  seconde. 

Mais  la  fonction  \>  existe  certainement  :   car  l'équation  dif- 
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férenlielle   (6)    peut  ètic   iiilÔ£;rée  ffuileiuent ,  et  donne  pour 
équation  intégrale 

(S)  ,,  _  ^  ^  _  M  0  L 


2  r 


i^  s'évanouissaut  avec  z.  Cette  équation  définit  une  fonction 
implicite  u  s'évanouissant  avec  z,  et  restant  synectique  pour 
toutes  les  valeurs  de  la  variable  z  inférieures  ou  égales 
à  un  certain  module  R  que  Ion  peut  assigner.  En  effet,  la 
fonction  u  reste  monodrome  jusqu'au  point  où  les  deux  ra- 
cines de  réquation  (8)  deviennent   égales   entre   elles;  ceci  a 

lieu  lorsque  la  dérivée  i du  premier  membre  par  rapport 

à  t^'  devient  nulle,  c'est-à-dire  lorsque  r=  /•  ;  la  valeur  corres- 
pondante R  de  z.  valeur  réelle,  positive  et  moindre  quey,  est 
donnée  par  la  formule 

p)  2Mp' 

Si  Ton  appelle  A  le  maximum  du  module  de  la  fonction  i> 
dans  le  cercle  de  layonR,  on  aura,  d'après  le  lemme  1, 

/^"..\  A 

On  aura  donc,  à  plus  forte  raison, 

d"  u\       ^  A 


\  dz"  I  „  R" 

Il  en  résulte  que  la  série 

/  du  \    z        {  d-  Il  \       z- 

ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  z,  est  conver- 
gente pour  tontes  les  valeurs  des  ayant  leurs  modules  inférieurs 
à  R.  Car,  le  terme  généial  de  la  série  ayant  un  module  moindre 

que 

niod  z\" 

A, 
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on  voit  que  bi  le  module  de  z  est  inférieur  à  R,  la  série  des 
modules  est  convergente,  et  par  conséquent  la  série  proposée. 
Celte  série  convergente  définit  une  fonction  svncclique  dans 
le  cercle  de  rav<»n  R . 

11  reste  à  faiie  voir  (|ne  la  fonction  //,  définie  par  la  série,  sa- 
tisfait bien  à  l'équation  dillerentielle  proposée  (4).  Si  dans 
cette  équation  on  remplace  ii  par  sa  valeur,  on  a,   d'une  part. 

du         / du  \  f  d'^  ii\    z  j  d'' it\       z- 

Tz^\-dz):'-\-d^).'i^\-d^)—.-^----^ 

d'antre  part, 

/(z,  u)  =  /„  +  /;  ^  4-/;  -1-  +  . . , 

en  appelant /',y,.. .,  les  déiivées  totales  de  la  fonction  J  cal- 
culées au  moyen  des  équations 

dz         du    dz 


dz'^  dz  du  dz         du"^  \  dz  I  du  dz' 


On  fera  dans  ces  équations  z=ro,  11  =  0,  et  Ton  remplacera 

{  —  ]',  ( — -\  v>  par  leurs  valeuis  déduites  des  équations  (5). 
\  dz  /  „    \  dz''  I  n 

Mais  on  voit  que  les  seconds  membres  des  équations  (5)  et  (10) 

sont  alors  identiquement  les  mêmes:  on  a  donc 

et,  par  suite,  Téqualion  dinérciitielle  est  vérifiée. 

49.   La  même  méthode  s'applique  aux  équations  difléren- 
lielles  simultanées.  vSoient  /;/  équations  simultanées 

du        ^,  ,  ,        <lu'  ,  . 

(11)       —  =  /(z.,«,m',.  .  .),       —  =  /,^z,«, a  ,.  ..)»•••. 

dans  lesquelles  nous  supposerons  que  la  variable  z  parle  dt; 
z  =  o,  les  fonctions  //,  u....   avant  les  valeurs  initiales  /,éro. 


Les  coefficients  différentiels  sont  des  fonctions  synecticjues  par 
rapport  aux  variables  z,u,  u',.-,  tant  que  les  modules  de  ces 
variables  restent  inférieurs  ou  égaux  à  o,  /',  r', —  Appelons 
]M,  M,,...,  les  raaxima  (]es  modules  des  fonctions  f,  f\i'-- 
dans   cette  étendue,   et  posons 


?  = 


(-?)(■-")  (-7) 


En  vertu  du  lemme  III,  les  dérivées  partielles  des  fonctions 
f\J\,...  ont,  pour  r  =  o,  </==  o,...,  des  valeurs  dont  les  mo- 
dules sont  respectivement  moindr<'s  que  les  dérivées  correspon- 
dantes des  fonctions  M^,  IVI19, —  Si  l'on  compare  les  équations 
différentielles  pro])Osées  aux  équations  diiïérenlielles  simul- 
tanées, 

(/v  ,  ,  dv'  ,  ,  K  ' 

—  r=   M<})  l'z,  t-,  ('   ,     .  .1,  --=  M,  cp  ^  3,  «',»',...),•••  ^ 

ctz  (iz 

on   verni,    comme   précédennnent ,    que    les    dérivées    ( -^  )  ■> 

(du'\                (  d' u  \       l  d' u'\  l'i    •  1 

—  1  , . . . ,  I  , 1  •    ■  •)   déduites  des  premières  par 

\  dz  /„  \  dz'  I  „     \  dz'  I  „ 

nii  calcul  de   proche  en  proche,  ont  des  modules  respective- 
ment moindres  cpie  les  (pianlités    réelles   et  positives    (  -r  )  ' 

(  _L  \  ,  •  •  • ,    (  —  1  1  (  — —  1  •,•■••>  nue  l'on  déduit  des  secondes 
\dzj,  \dz^  Jo    \^l^'  /o  * 

par  un  calcul  analogue. 

Mais  ces  dernières  équations  j)envent  être  intégrées  fa(  ile- 

ment  -,  on  a  d'abord 

dv  __  dv'  _ 

i^  ~  M^  ""  ■  ■  ■  ' 
d'où 

si  l'on  porif!  les  valiursde  c,  w',...,  dans  Iiiih!  d'elles,  il  vient 
1\1   .\    /  I\I,   .  \  ..  dz 


(12) 


/       , ;  /      . .  ,//,  ^ 
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OU  en  déduit,  par  rintégraliou, 

Celle  équai'iDii  délîuil  une  ioiiclion  />  s  évanouissant  avec  z 
et  resiant  syneelique  jusqu'à  un  ceriain  module  R.  Si  l'on 
appelle  Aie  uiaxiinuni  du  module  do  la  foiu  lion  A  dans  cette 
étendue,  on  a 

f/"  /•  \       ^  A 

riz"j„    ^  R" 

On  aura  donc,  à  [)lus  forte  raison, 

,  fd"  n\      ^                     MA 
mon     — —       <i  i  .1.  .  .n . , 

\  clz"  y  „  ^  R" 

[d"u'\  M,  A 

\  dz"   /  „  R" 


11  en  résulte  (|ue  les  séries 

\  dz  '  0  I  \  rfz-   /  0  I 


z' 
.1 


( du'\    z         .  d'u'\      z'' 

"^'\-d;)-.^y^).~.^- 


sont  convergentes  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module 
est  moindre  que  11.  Ces  séries  définissent  des  fonctions  synec- 
tiques  dans  le  cercle  de  rayon  R,  et  satisfaisant  aux  équations 
différentielles  proposées. 

11  est  facile  d'évaluer  le  rayon  de  convergence  R.  La  fonc- 
tion /,  s'évanouissant  avec  z,  reste  monodrorae  jusqu'à  ce  (juc 
deux  racines  de  l'équation  (i3)  deviennent  égales  entre  elles. 
Ceci  a  lieu  lorsque  la  dérivée  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i3)  par  rapport  à  t^,  ou  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (12),  devient  égal    à  zéio;  les  valeurs  de  A.  qui  annulent 


ct'lie  dérivée,  sont  —5  rr-?  •  •  •  ^  ou  portera  la  plus  pelile  de  ces 
MM,  ^  ^         ^ 

valeurs  dans  réquaiioii  (i3),  et  Ton  en  déduira  la  valeur  cor- 
respondante R,  réelle  et  positive,  de  z. 

On  arrive  à  une  formule  très-simple  en  remplaçant,  ce  cjui 
est  permis,  les  modules  r,  r',...,  par  le  plus  petit  d'entre  eux, 
et  les  maximalM,  Mj,...,  par  le  plus  grand  d'entre  eux  ;  lé- 
f|uation  (ta)  pi"end  alors  la  forme 


d'où  l'on  déduit,  par  linlégration, 


J.a  fonction   h   reste  monodrome  jusqu'à  une  valeur  R  de  :: 
donnée  par  la  formule 


L(,-^l  = 


p  /  (///  +  [)  M  p 

Les  limites  de  convergence  données  pai-  notre  méthode  sont 
plus  étendues  (jue  celles  qui  oui  été  irouvées  par  M.  Cauchy. 
C'est  un  avaiilage  dans  remploi  des  séries  pour  l'intégra- 
tion. 

Nous  pouvons  maintenant  énoncer  le  ihéorèmc  suivant  ; 

Théorème  I.  —  Vn  système  fTcquations  différentielles  si- 
multanées admet^  pour  intégrales^  des  fonctions  synectiques, 
tant  que  les  coefficients  différentiels  restent  eux-mêmes  synec- 
tiques. 

50.    jNous    avons    démontré    que     l'équation    dilTérentielIe 

-T- =./('/,  z)  admet  une  intégrale  synecti([ue.  Il  n'existo'pas 

d'autre  fonction  satisfaisant  à  l'équation  ditrérentielle  propo- 
sée, et  devenant  égale  à  //^,  pour  z=^z^^.  Soit  u  l'intégrale 
synectique,  et  supposons  qu'il  existe  une  seconde  intégrale  que 
nous   représenterons  par  ?/ 4- «',   la  fonction   r  s'évanonissant 
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pour  z  ^=  z^  ^  nous  auruus 


à\ 


—  =f{a  -ht',  3)  —  f[u,z 


Puisque  le  second  membre   s'annule  pour  v- =:  o,  il  cunlienl 
une  puissance  entière  de  v  en  facteur,  et  Ton  a 


en  supposant  que  dans  le  cjuotient  on  ait  remplacé  u  et  c  par 
leurs  valeurs  en  fonction  de  z.  L'intégration  le  long  d'une 
courbe  cpu'lcoiu]ue  donne 


m  —  i    \  ('„"'-' 


3  i  dz. 


L'intégraledéfinie  ayant  une  valeur  (inie  et  i^^  devant  ètie  nulle, 
cette  égalité  est  impossible.  Quand  /?î  =  i,  l'équation  dilîéreu- 
tielle  devient 

—  =  ?  (z)  «z, 


/ 


•f\z)dz 


Puisque  ^'^  =  o,  la  fonction  v  est  identiquement  nulle. 

Ainsi  l'équation  difïéientielle  proposée  n  admet  pas  d  inté- 
grale, prenant  la  valeur  //„  pour  z  r=  z^,,  autre  que  l'intégrale 
syuectique. 

51 .  Pour  engendrer  la  fonction  ;/,  nous  partons  du  point  s^, 
avec  une  valeur  initiale  arbitraire  ii^,  et  nous  faisons  mouvoir 
la  variable  z  sur  une  courbe  cjuelconque  dans  une  portion  dé- 
terminée du  plan.  Tant  que  le  coefficient  diiïéreniiel  donné 
f  (^11,  z)  reste  synecticjue  pour  les  valeurs  de  z  et  les  valeius 
corrcspondanies  de  ?/,  la  ionrtinn  «,  eu  vertu  du  tli.éorème  pré- 
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cèdent,  reste  elle-même  synectique.  Ainsi,  quel  que  soit  le  che- 
min suivi  dans  celte  portion  du  plan  pour  aller  du  point  z^, 
au  point  z,  la  fonction  u  a  en  ce  point  la  même  valeur.  Mais  si, 
sortant  de  cette  portion  du  plan,  et,  suivant  un  certain  chemin, 
on  arrive  à  un  point  z,  tel  que,  pour  z=  Zi  et  i/=  »i  [u^  étant 
la  valeur  correspondante  de  //),  le  coefficient  difïérentiel  de- 
vienne infini,  ou  se  présente  sous  la  forure  -  ■>  ou  cesse  d'être 
^  o 

monodrome,  la  fonction  //  éprouvera  autour  de  ce  point  des  mo- 
difications, et  acquerra  des  propriétés  spéciales,  qui  se  trans' 
metiront  ensuite  dans  toute  Fétenduedu  plan. 

Cas  où   le  coejficienf  différentiel  deuient  infini. 

52.  JNous  sommes  partis  du  point  2^,  avec  la  valeur  initiale /i^,. 
Supposons  que,  la  variable  arrivant  au  point  z^,  la  fonction 
accjuière  une  valeur  Mj  telle  que,  pour  z  =  Zi  et  ii=  Ui ,  le  coef- 
licient  différentiel /^  (/<,  z)  devienne  iniini,  de  manière  toute- 
fois que   son  inverse reste  fini  et  continu  dans  le  voi- 

sinage  de  ces  valeurs.  Posons 

3  =:  Zi  +  s',        H  =  M,  +  II'  , 

d  où 

Si  Ton  regarde  z'commc  une  fonclionde  »',  celle  fonclion  devra 
satisfaire  à  l'équation  différentielle 

dz'    __  I 

du'        y  («I  ■+■  «',  Zi  -H-  z' ) 

et  admettre  la  \aleur  initiale  z'  =z  o  pour  // =  o. 

La  fonction 

I 

/(«,  +  //',  s,  -h  z') 

restant  finit;  cl  (  ontinue,  esl  développable  en  une  série  conver- 
gente oidoniice  suixani  les  puissances  cioissantes  de  //'cl  de  "•  - 
et  l'on  a 

(i/i  !  -— T  =r  au""  H"  bz    f-  eu  z  +  cz    -4-  — 

du 
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Si  le  second  luemlnc  ne    leiircnuail  aucun  ici  me  iiidépiii- 
tlanlde^',  réqiiatiou  dilïéreulielle  se  mettrait  sous  la  forme 

—-■—z'ib^  cil'  -i-c'z'  +  .  .  .    ) , 
(lu' 

d'où  Ton  déduirait 

lo2  ^  .==    \        (  *  H-  ^"'  +  tfz'  H-   .  .  ■  )  du' , 


.  =  f. 


en  appelant  z|  la  valeur  de  z' qui  correspond  à  //|  .  Quand  s' et 
?/'  tendent  vers  zéro,  le  second  membre  tend  vers  une  valeur 
iinie,  tandis  que  le  premier  croît  i ndé lin i ment.  Dans  ce  cas, 
l'équation  différentielle  n'admet  aucune  intégrale  s'annulant 
avec  z' . 

Ainsi  la  série  renferme  au  moins  un  terme  indépendant  de 
z'5  nous  désignerons  par  «u'"'  celui  des  termes  de  ce  genre  du 
degré  le  moins  élevé.  Avec  la  valeur  initiale  r/=()  [)Our 
z/'=  o,  l'équation  diiVérentielle  (i4)  déiinit  sans  difficulté  une 
fonction  de  u'  svneciique  dans  le  voisinage  de  // =  o,  et,  par 
conséquent,  développable  en  une  série  convergente  ordonnée 
suivant  les  puissances  entières  et  croissantes  de  i^ .  Soit 

2'=  A„«^  H-  A,  Mî<-^'-f-  .  .  • 

celte  fonction.  L'équation  différentielle  devant  être  satisfaite, 
si  l'on  substitue  à  la  place  de  z'  cette  valeur,  on  aura 

A„  a  k''/— I  +  A,  (a  -f-  i)  11''^-  .  .  .   =  au'"'  +  h  A„  u'y  +  .  .  .  . 

Eu  identi liant  ces  deux  séries,  égales  pour  toutes  les  valeurs 
de  u'  inférieures  à  un  certain  module,  on  déterminera  les  ex- 
posants et  les  coefficients  de  la  série  z'.  Les  premiers  termes 
donnent 


a  rr  w  -|-  1  ,         A„=:  - 


d'où 

(i5) 


Réciproquement,  si  Ton   considère   u'  comme  une   ibnction 
de  c/,  cette  fonction  sera  déterminée  implicitement  [>ar  I  «'qua- 
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non  (i5).  A  chaque  valeur  très-pelite  de  z'  correspoudeiit 
[m  -I-  i)  valeurs  très-peliles  de  //;  ces  valeurs  sont  seasibkment 
égales  aux  racines  de  réquation  binôme 


el  1  on  a  approximalivenienl 

en  désignant  par  R^  la  quantité  1  — — -  |       •  Posons  z'  —  p  ctM^ 

el  appelons  u^  ,  u[  ,  u^  , .  .  .  ^  u'^^  les  m  -+- 1  valeurs  de  //disposées 
suivant  les  sommets  d'un  polygone  régulier,  savoir  : 

Quand  le  point  2' décrit  un  cercle  très-petit  autour  du  point 
^'^o,  l'argument  augmentant  de  2:1,  11'^  se  change  en  /<[  , 
ii\  en  Mj  ,  .  .  . ,  /<'„  en  u\  .  On  conclut  de  là  : 

rHÉonÈME  II. — Lorsque i  pour  un  système  de  valeurs  siniuï- 
Innées  2,  et  //,,  le  coefficient  diffiérenliel  devient  injini,  si  Von 
désigne  par  m  l'ordre  de  la  première  dérivée  partielle  de  la 

jonction  -,.  par  rapport  a  u  qui  ne  s  annule  pas,  la  fonction 

intégrale  u  prend  m  -f- i  valeurs  qui  se  permutent  les  unes 
dans  les  autres  circulairement,  quand  la  variable  z  tourne 
autour  du  point  z^  ;  après  m  -+-  i  tours,  la  fonction  revient  à 
sa  valeur  primitive.  = 

Ain'si  s'engendrent  les  fonctions  multiples.  Les  fonctions  al- 
gébri([ues,  étudiées  par  M.  Puiseux,  rentrent  (ians  cette  caté- 
gorie; et  en  elîet,  lorsiju'en  un  point  du  plan  1  équation  admel 
des  racint^s  égales,  le  cocKit  ieni  diUerenliel  devieni  en  géncMal 
infini. 

Poson^  z'  =  z''"'~^K  Oiiand  z"  [;\\[  un  tnui ,  c'en  fait  '//  -+-  i. 
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Cl  par  conscqueiil  a'  vu  (ail  un  cl  revieul  à  Ja  uicmc  valeur. 
Ainsi  la  fonction  u'  est  monodronie  par  rapport  à  la  variable  z"  ^ 
elle  est  d'ailleurs  naonogène  ;  donc  ellesedévcloppe  en  une  série 
convergente   ordonnée   suivant  les  puissances  entières  cnus- 

saules  de  z"  ou  de  z'"''^\  et  Ion  a 

I  2 

II'  =z  B„  z'"^  4-  B,  z'"^  -H 

Il  resterait  maintenant  à  examiner  ce  qui  arrive  lors([uc  le 

coefficient  dilîércnlicl   se  présente  sous   la  forjne  -5  ou  cesse 

^  o 

d'être  monodrome  5  mais  nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ici 
cette  étude  :  ce  qui  précède  suffit  pour  le  but  que  nous  nous 
proposons.  Nous  avons  traité  avec  détail  cette  question  impor- 
tante dans  uii  iNIcmoirc  inséré  au  !^6"'"  cahier  du  Journal  rh- 
L  Ecole  Polytechnique^  et  auquel  nous  renvovons  le  lecteur. 


CHAPITKE  11. 

APPiaCATIOK     AUX     FONCTIONS    SIMPLEMENT    PÉKlOniQl  ES. 


De  la  jon ctio n  e'\ 

53.  Nous  avons  démontré  que  toute  équation  diiïérentielle 
engendre  une  fonction,  et  inditpié  la  marche  à  suivre  pour 
étudier  les  propriétés  de  cette  fonction.  x\vant  daborder  l'étude 
des  fonctions  doublement  périodiques,  nous  allons,  pour  faci- 
liter fintelligence  de  la  méthode,  considérer  quehpies  équa- 
tions dillerentielles  très-simples,  donnant  naissance  à  des 
fonctions  simplement  pénodiques. 

Considérons  d'abord  la  fonction  définie  par  1  écfuation  dil- 
fércntielle 

•  -T  =  ". 

flz 

cl  admcllaiil   la  \alcui   //  =.  1  pour  s  =  o.   Le  coefru  icnl  dillé- 
rouiicl  claul  une  fouc  liou  syncrtifjuc  de  ;/.  il  est  clair  que.,  lanl 
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tjue  u  conserve  mie  valeui'  finie,  la  fonction  inlégiale  ii  leste 
elle-même  font  lion  monodrome  de  z.  Mais  il  est  aisé  de  voir 
que  cette  fonction  ii  ne  devient  infinie  pour  ancune  valeur 
finie  de  z  ;  car,  la  fonction  inverse  étant  donnée  par  l'intégrale 
définie 


T"  du 


si  «s'éloigne  à  l'infini  suivant  une  ligne  quelconque,  z  va  aussi 
à  l'infini.  La  fonction  u  définie  par  l'équation  différentielle 
proposée,  restant  finie,  continue,  monodrome  et  monogène 
pour-toutes  les  valeurs  finies  de  s,  est  une  fonction  synectique 
de  s,  dans  toute  l'étendue  du  plan. 

Cette  fonction  est  périodique  5  car  à  une  même  valeur 
de  u  correspondent  toutes  les  valeurs  que  peut  acquérir  l'in- 
tégrale définie  (2),  quand  on  va  du  point  i  au  point  u  par 
différents  chemins  \  la  fonction  ,  j)lacée  sous  le  signe  somme, 
devenant  infinie  pour  u  =  o,  tous  ces  clicniins  peuvent  se  ré- 
duire au  chemin  rectiligne  augmenté  d'un  nombre  quelconque 
de  fois  le  contour  élémentaire  qui  enveloppe  1  e  point  it  =  o. 
Si  l'on  désigne  par  z  l'intégrale  rectiligne,  et  par  oj  l'intégrale 
le  long  du  contour  élémentaire,  on  voit  qu'à  chaque  valeur 
de  zf  correspondent  une  infinité  de  valeurs  de  z  en  progression 
arithmétique,  savoir  z  -+-  m  o),  ??i  étant  un  entier  quelconque 
positif  ou  négatif.  Donc  u  est  une  fonction  simplement  pério- 
dique de  z  ;  la  période  w  a  pour  valeur  27:/.  On  sait  que  la 
fonction  u  n'est  autre  chose  que  e%  lorsque  la  variable  z  est 
réelle  5  il  convient  de  la  représenter  par'  le  même  signe  loi^sque 
la  variable  devient  imaginaire. 

Soit  Ui  la  valeur  de  la  fonction  pour  une  valeur  détermi- 
née Zi  de  la  variable;  posons  z  =  Zi-+-z\  11  =  11^11',  z'  étant 
vuie  nouvelle  variable,  ii'  la  nouvelle  fonction  ;  l'équation  dif- 
férentielle devient  — -  =  «/'.  et  1  On  a  encore  u'  =z  i  pour  2:'^o. 
clz 

On  en  conclut  //'=  c  ,  ce  qui  donne  la  relation  fondamentale 
Imaginons  que  Ion  trace  dans  le  plan  des  parallèles  à  1  axe 
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ox  {/'g-  y),  ;i  {'•gale  dislaiicc-   2  n  les  unes  des  ;jiilies^  ces  pa- 


y 


rallèles  partageront  le  plan 
en  bandes  égales.  Quand  la 
vaiiablc  z  se  meut  dans  une 
bande,  la  fondione' passe ])ar 
toutes  les  valeurs  possibles, 
et  une  seule  fois  par  chacune 
d'elles  :  elle  devient  iniinic;  si 
la  variable  z  s'éloigne  à  1  iii- 
(ini  vers  la  droite,  nulle  an 
contraire  si  elle  s'éloigne  à 
linlini  vers  la  gauche.  Quand  la  variable  z  passe  d'une  bande 
à  l'autre,  la  fonction  re[)rend  périodiquement  la  niènie  valeur. 

L'équation  différentielle —  =  «zf,  avec  la  condition  ;/ =  i 
pour  2=0,  produirait  évidemment  la  foiictioii  //  =  c"'. 
De  la  Jonclion  taiig  z. 

54,    Considérons  en  second  lieu  la  fonction  dciinie  [)ar  1  c- 
quation  dillérentiellc 

(3)  -r-=I 


du 

~dz 


et  admettant  la  valeur  initiale  a  z=  o  pour  j:  =  o. 

La  dérivée  étant  une  fonction  syiiecli([ue  de  u.  la  foncliuii 
intégrale  n  reste  monodrome  tant  qu'elle  conserve  une  valeur 
finie.  Mais  il  peut  arriver  ici  que  u  devienne  infinie  pour  une 
valeur  finie  de  z  ;  cai-  l'intégrale  définie 


1    •  +  «•' 


lend  vers  une  valeur  finie  quand  u  s'éloigne  à  l'infini  dans  une 
direction  quelconque.  Soit  donc  a  une  valeur  finie  de  z  qui  rend 
u  infinie  ;    pour  voir  ce   (jul    airivc  dans   le   voisinage  de  ce 

point  z  =  a,  nous  poserons  z  =  a  -h  z' ,  11  =z  -:  I  ('(lualion  dif- 
l'éreulicllc  dcvnrif 


-,~-(i  -h<'-' 


Go  LIVHE    ir. 

•^  se  réduisant  à  zéro  poui'  ^'  =  o  ;  la  t'oiicLÎou  u  restant  mono- 
drome  dans  le  voisinage  du  point  z  =  a  :  il  en  est  de  même  de 
la  fonetion  //.  Ainsi  l'équation  ditïérentielle  proposée  définit 
une  fonction  de  z  monodrome  dans  toute  l'étendue  du  plan  ] 
mais  cette  fonetion  n'est  pas  syneetique,  car  elle  devient  inli- 
nie  pour  des  valeurs  finies  de  z. 

Cette  fonction  est  périodique  ;  à  une  même  valeur  de 
n  correspondent  les  valeurs  de  z  données  par  l'intégrale 
définie  (4)  ,  dans  laquelle  il  faut  concevoir  que  la  ligne 
d  intégration    prenne    toutes   les   formes  possibles.    La  fonc- 

tion -,  placée  sous  le  signe  somme,  devenant  infinie  pour 

i  -h  n^  ^  ^ 

u  =  -\-  i  et  II  =z  —  i,  tous  les  chemins  peuvent  se  réduire  au 
chemin  rectiligne  augmenté  d'un  nombre  quelconque  de  con- 
tours élémentaires  autour  de  l'un  ou  l'autre  des  deux  points 
it  ^=  ■+- 1\  Il  =  —  /•  ces  deux  contours  élémentaires  donnant 
la  même  intégrale  w  =  tt,  on  voit  qu'à  chaque  valeur  de  u  cor- 
respondent les  valeurs  z  -+-  ni  w.  Ainsi  la  fonction  u  est  simple- 
ment périodique,  et  la  pé- 
riode est  n.  On  désigne  cette 
fonction  par  ic  signe  ta/ig  z, 
parce  que,  pour  les  valeurs 
réelles  de  2,  elle  se  confond 
r  avec  la  tangente  tiigonomé- 
Irique  de  l'angle  z. 

Des  parallèles  à  l'axe  des j, 
à  la  distance  tt  les  unes  des 
autres  ,  parlageron  t  le  plan 
en  bandes  égales  {Jig-  lo)  5  quand  la  variable  z  se  meut  dans 
une  bande,  la  fonction  tajig  z  passe  par  toutes  les  valeurs  jjos- 
sibles,  et  une  seule  fois  par  chacune  d'elles;  quand  la  variable 
passe  d'iuie  bande  à  l'autre,  la  fonetion  reprend  périodique- 
ment la  même  valeur.  La  tonelion  tang  z  n'a  qu'un  seul 
zéro  et   nu  seul  infini  diujs  (haijue   bande,  dans  la  première 
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le  zéro  est  ~ 


inliiM  ;;  =:  -• 
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La  foiiclioii  tniig  z  est  impaire.  Car,  si  dans  Tinlégiale 
détinic  (4),  on  fait  marcher  u  suivant  deux  chemins  opposés, 
de  part  et  d'autre  de  l'origine  m  =  o,  on  obtiendra  pour  z  des 
valeurs  égales  et  des  signes  contraires;  ainsi 

taiig  ( —  s)  =  —  tang  z. 
l/é(|uation  (5)  admet  pour  intégrale 

('  =  —  tang  (z')  =  —  tang  {'  —  \]  ^  l''»"J 
il  oa  résnllc  la  relation 

tan"  I 2  1  = 


tang  3 

Des  fond  ions  sin  z  et  cos  z. 
55.    Piopo.sons  maintenant  d  étudier  la  ibnciion  délinie  par 
l'équation  didérenlielle 

(6)  '-£=s!Ç'{it-ft){u-b), 

et  admettant  la  valeur  initiale  //  =3:  o  pour  z  =  o  ;  on  donne 
en  outre  la  valeur  initiale  de  la  dérivée  (jue  nous  désignerons 
par  L'o-  La  fonction  inverse 

_     C"  du 

cioit  indéfiniment  avec  u  :  ainsi  u  ne  devient  infinie  pour  au- 
cune valeur  finie  de  z-,  il  reste  à  examiner  ce  qui  arrive  lors- 
que u  s'approcht!  de  l'une  des  valeurs  a  ou  h  pour  lesquelles  le 
radical  n'est  plus  une  fonction  monodrome  de  u.  Soit  ^,  une 
valeur  de  z  pour  laquelle  11:=  n\  posons 

z  =7  s,  +  s',      «  =  <7  +  «'■  ; 
l'équation  différentielle  devient 

du' 


<lz  1 

II!  s'évanouissant  avec  z  ;  la  dérivée  restant  monodrome  pour 
des  valeurs  suffisamment  petites  de  u\  il  est  clair  c[ue  //  est 
elle-même  fonction  monodrome  de  z',  dans  le  voisinage  de 
z'  =  o,  et  par  suite  u  est  fonction  monodrome  de  z  Idans  le 
voisinage  de  la  valeur  z,.  11  en  est  de  niènie<[uand  a  atteint  la 
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\aleiir  h.  On  concliU  de  là  que  la  i'omtion  ;/,  déiiiiie  par  l'é- 
qualion  tlifîereiiiielJe  pioposéc,  esl  une  fonction  syuectiqae 
de  2,  dans  toute  l'étendue  du  plan. 

L'intégi'alion  présente  ici  une  particularité  qu'il  est  bon  de 
remarquer.  Quand  la  variable  .:;  arrive  au  point  z^  pour  lequel 
u  =  a,  on  peut  concevoir  que,  z  continuant  h  varier,  u  con- 
serve la  valeur  constante  o ,  ou  bien  varie  elle-même,  et  alors 
son  accroissemcut  est  la  valeur  de  ?/",  qui  est  indépendante  du 
signe  du  radical.  I.a  même  remarque  s\ipplic{ue  au  point  b. 

Etudions  maintenant  la  fon(  tion  inverse  donnée  par  Tinté- 
grale  définie 

'~Jo  s/G{u-a){u-J)' 
Nous  nous  servirons  pour  cela  d'une  méthode  très-élégante, 
dont  le  principe  esl  flû  à  M.  Caucby,  et  ([ui  a  été  appliquée 
avec  beaucoup  de  succès  par  M.  Puiseux  à  la  recherche  des  di- 
verses valeurs  que  peut  acquérir  une  intégrale  définie,  quand 
ï^'''-  ■'•  on    fait    varier  la   ligne  d'intégration. 

Dans  le  plaii  servant  à  figurer  la  varia- 
lion  de  II,  marquons  les  deux  points 
a  et  b  [fig.  i  i),  qui  coriespondent  aux 
valeurs  //  =  «,  u  ^=  b.  Désignons  par 
(A)  le  conioui-  élémentaire  que  l'on 
obtient  lorsque  la  \  ariable  u  va  en  ligne  droite  de  l'origine  O 
à  un  point  très-voisin  de  «,  déciit  un  cercle  très-petit  autour  de 
ce  point,  puis  revient  à  l'origine  par  la  même  droite.  Désignons 
de  même  par  (  B)  le  contour  élémentaire  qui  enveloppe  le  point 
b.  et  enfin  appelons  A  ei  1')  les  valeurs  acquises  par  l'intégrale 
définie  quand  la  variable  7f  décrit  chacun  de  ces  contours  avec 
la  valeur  initiale  L'f,  du  radical.  ]Nous  remarquons  d'abord  que 
lintégrale  relative  à  chacun  des  petits  cercles  est  infiniment 
petite.  Quand  la  variable  h,  après  avoir  parcouru  la  droite  0«, 
décrit  un  petit  cercle  autour  du  point  «,  le  radical  change  de 
signe,  et  il  revient  à  l'origine  avec  la  valeur  — U^,  \  dans  la 
seconde  partie  du  mouvement,  la  droite  nO  étant  parcourue 
en  sens  contraire  avec  un  radical  changé  de  signe,  les  éléments 
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(le  I  iiiu'-i;ratioii  se  icproduiseni  aviM  le  raèiiic  signe,  ce  qui  nous 
apprend  que  rinléi;rale  A,  relative  au  contour  élémentaire  (A), 
est  égale  à  deux  fois  Tiiitégrale  rccliligne  suivant  On.  Les 
mêmes  considérations  s'appliquent  au  contour  élémentaire (B). 

Cela  posé,  tous  les  chemins  qui  vont  de  rorii;ine  O  à  un 
point  quelconque  M  peuvent  être  ramenés  au  ciiemin  recli - 
ligne,  précédé,  s  il  est  nécessaire,  d'une  combinaison  quelcon- 
que des  contours  élémentaires  (A)  et  (B)  :  i"  Ceux  qui  se 
I  amènent  au  chiMuin  rectiligne  OM,  sans  passer  par  lim  des 
points  non  h,  donnent  l'intégrale  rectiligne  que  nous  appel- 
lerons z.  2"  Ceux  (jui  se  ramènent  au  contour  élémentaire  (A  ) 
suivi  du  clicniin  iccliligneOM,  donnent  pour  intégrale  A — z -, 
car,  après  le  contour  élémentaire  (A),  le  radical  ayant  changé 
de  signe,  le  chemin  rectiligne  donne  un  résultat  de  signe  C071- 
traire  —  z  ;  ce  qui  fait  A  —  z.  3'^  Les  chemins  qui  se  ramè- 
nent au  contour  élémentaire  (B)  suivi  du  chemin  rectiligne  OM, 
donnent  de  même  B —  z.  f\^  Supposons  maintenant  que  la 
variable  n  décrive  d'abord  le  coniour  élémentaire  (A),  puis  le 
contour  élémentaire  (B),  et  enfin  le  chemin  rectiligne  OM  ;  le 
premier  contour  donneia  A;  le  radical  avant  changé  désigne, 
le  second  doiinera  — B;  le  radical,  ayant  changé  de  signe  une 
seconde  fois,  a  repris  à  lorigine  sa  valeur  primitive  -h  U^,,  de 
sorte  que  le  chemin  rectiligne  fournira  de  nouveau  la  valeur  z  ; 
en  tout  A  —  I)  -+-  z.  En  général,  le  double  contour  élémentaire 
(A)  -f-  (B),  piécédant  \\n  chemin  quelconque,  augmente  l'inté- 
grale de  la  quantité  constante  oj  =  A  —  B;  comme  on  peut 
introduire  ce  double  contour  aiitant  de  fois  que  l'on  veut,  on 
ajoutera  à  l'intégrale  un  multiple  quelconque  de  w.  Ou  aurait 
pu  revenir  à  la  valeur  initiale  primitiveL^du  radical,  en  par- 
courant deux  fois  successivement  le  contour  (  A) ,  ou  deux  fois 
le  contour  (B);  mais  le  résultat  A  — A  ou  B -^  B  serait  nul. 

Nous  avons  trouvé  d'abord  l'intégrale  rectiligne  z,  que  Ton 
peut  augmenter  d'un  multiple  quelconque  de  o),  ce  qui  fait  une 
première  série  z  -f-  mw.  jNous  avons  trouvé  ensuite  une  se- 
conde valeur  A  —  z,  qui,  augmentée  de  même  d'un  multiple 
(|uelconque  de  '-),  d(mne  une  seconde  série  A  —  r  -h  ///  o).   La 
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troisième  valeur  B  —  z  rentre  dans  les  séries  précédentes  -,  car 
on  a  B —  z  :=  A  —  z  —  o).  Il  résulte  de  là  qu'à  clia(|ue  va- 
leur de  II  correspondent  deux  séries  de  valeurs  de  z,  savoir 
z  -)-  nihi  et  A  — z  -\-  ni'ji  en  progression  arithmétique.  Ainsi 
la  fonction  u,  définie  par  léquation  différentielle,  est  une 
fonction  de  2,  synectique  et  simplement  périodique.  Dans  cha- 
que bande  la  fonction  passe  deux  fois  par  la  même  valeur,  et 
la  somme  des  deux  valeurs  de  z  qui  dans  chaque  bande  don- 
nent la  même  valeur  de  u.  ont  une  somme  constante  A,  abstrac- 
tion faite  des  multiples  de  la  période  oj. 
56.   L  équation  particulière 


du  , 

(7)  ;^  =  ^"-"- 

à  laquelle  on  joint  les  conditions  u  =  o  etUo  ^  i  pour  z  =^  o. 
donne  naissance  à  la  fonction  synectique  impaire  et  simple- 
ment périodique,  que  l'on  désigne  par  sin  z.  L'intégrale  recti- 

ligne  de  «  =  o  à  î/  =  I  étant  égale  à  -5  on  a  A  =Tr  :  d'ailleurs 

V»  z= A  ^  donc  'j)  =  2  7:.  A  chaque  valeur  de  u  correspondent 

deux  valeurs  de  z,  dont  la  somme  est  constante  et  égale  à  rr  j 
on  a  donc  la  relation 

sin  (tt  ■ —  3)  =r3  sin  z, 
et ,  par  suite  . 

sin  (tt  -f-  z)  =  —  sin  z. 
Si  l'on  pose 


m'  =  V^'  —  "% 
l'équation  différentielle  devient 

du'  I r- 

(8)  __  =  _^,._.S 

«/ayant  la  valeur  initiale  lî  =  1  pour  z  =  o.  Cette  nouvelle  fonc- 
tion II!  est  synectique  par  rapport  à  z,  et  simplement  périodi- 
que -,  on  la  désigne  par  cos  z.  En  remarquant  que  dans  l'équa- 
tion (7)  «  acquiert  la  valeur  u  =  1  pour  z  =  y ,  on  en  conclut 


=  sm  I  - 
7. 


i 
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Il  csl  racilccrohU'iiii-  les  rehiliuns  qui  cxislenl  cnlii;  les  foiu- 
lioiis  dont  nous  venons  (le  parler.  On  a  d'abord,  enveiludela 
K'Ialion  sin^  z  H-  cos'  ^  =  i , 

D.-  cos  z  r=  —  sin  z,      Dj  sin  z  =^  ces  z  ; 
d  où 

D:  (  cos  z  +  /  si n  2 )  =  /  (  cos  z  -(-  /  sin  3  ) . 

Comme  d  ailleurs  la  fonclion  eos  z -\- i  sin  2  se  réduit  à  I  unité 
pour  z  =  (>,  on  en  eouelul  la  lelalion 

cos  z  -4-  /  sin  z  =  c'- . 


Si  l'on  pose 


il  \  ieiil 


sm  z 
cos  z 


sin-  z  -I-  cos-  z 

D, ,.  = =  I  +  ('•  ; 

ros^  z 


d'ailleurs  v  s'évanouit  avec  z.  il  en  lésulle  celle  antre  relation 

sin  z 

tan<;  z  = 

cos  z 

PropvicLcs  ^ètièi'dles  des  Jouclions  simp/c/nc/il  pci  ioiliqites. 

57.  Nous  venons  d'étudier  di\ erses  équations  diflérenlielles 
<ioniianl  naissance  à  des  fondions  simplement  périodiques. 
C'est  ici  le  lieu  de  dire  cpielcjues  mots  des  propriétés  générales 
des  fonctions  simplement  périodiques. 

II  est  évident  qu'une  fonction  simplement  périodique,  nio- 
nodrome  et  monogcne,  devient  infinie  au  moins  une  fois  dans 
l'intervalle  de  chaque  période,  sans  cjuoi  la  fonction  ne  devien- 
drait pas  infinie  dans  toute  l'étendue  du  plan.  Cette  fonclion 
doitaussi  devenir  nulleet  passerpar  toutes  les  valeurs  possibles. 

La  plus  simple   des  fonctions  doublement  périodiques  est 

la  fonction  synectique  e  '"'  ,  qui  admet  la  période  w.  Si  Ion 
])artage  le  plan  en  bandes  égales  par  des  droites  parallèles  à 
une  nnnne  direction  arbitraire  menées  à  la  distance  w,  la  fonc- 
lion reprendra  périodiquement  la  même  valeur  dans  eliacune 
de  ces  bandes  aux  points  correspondants,  c'est-cà-dire  aux 
points  silués  sin-  nue   parallèle   à   une   même  direction  ,   cl  à 
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la  dislaïuc  w  les  unes  des  aulres.  La  ioiiclion  e  '■"'     ne  passe 
qu'une  fois  par  la  même  valeur  dans  chaque  bande;  elle  devient 
infinie  pour  2;  =  H-  oo  ,  et  nulle  pour  z  =  —  00  . 
La  fonction 


tane  —  = 


'27:  zi 


ne  passe  comme  la  précédente  qu  une  fois  par  la  même  valeur, 
dans  chaque  bande.  Elle  n'admet  qu'un  seul  infini  simple  et 
un  seul  zéi'o  simple  dans  chaque  bande. 

58.  Au  moyen  d  une  fonction  monodrome  simplement  pério- 
dique (f[z)  h  un  seul  infini ,  on  peut  former  ^ine  fonction  siniple- 
mentpériodique,  ayant  la  mêinepériode,etdanscliaqucpéi'iode, 
des  infinis  quelconques  a,  ê,  y-,.-.-,  et  des  zéros  quelcoriques  en 
même  nombre  a^  h^  c, .  .  .  .  Il  sullil  de  prendre  la  fonction 

Lors([uiiiie  fonction  monodrome  et  monogène  a  une  infinité 
d'infinis  placés  en  ligne  droite  cl  à  égale  distance^  et  une  infi- 
nité de  zéros  placés  atissi  sur  une  ligne  droite  parallèle  à  la 
précédente  et  à  même  distance,  cette  fonction  est  simplement 
périodique.  Car  on  peut  former  une  fonction  simplement  pério- 
di([ue  ayant  les  infinis  et  les  zéros  donnés,  et,  d'après  le  lliéo- 
rèiuc  \  (chapitre  I\  ,  livre  1),  la  fonction  proposée  sera  égale  h 
cette  fonction  périodi([ne  multipliée  par  un  rapport  conslanl. 

Plus  généralement,  concevons  une  fonction  /  (-)  dont  les 
infinis  et  les  zéros  soient  disposés  par  groupes  égaux  et  é(jni- 
distanls  ,  suivant  une  même  direction.  Je  dis  d'abord  que,  dans 
cha([ue  groupe,  il  y  a  anlant  de  zéros  que  d'infinis.  Supposons, 
en  effet,  (pie  la  fonction  y^( 2;)  contienne  un  plus  grand  nom- 
bre de  zéros  qne  d  infinis-,  on  pouira  former  une  fonction 
simplement  périodicpic   F(z),    admettant  tous   les  infinis   de 

J  [z)   et  \\n(^  partie  des  zéros  :  le  (judlient  — —  n  ayant  plus 
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(liiilinis,  est  conslaiil  ;  donc  J  (2)  ne  peul  avoir  [)lus  de  /éios 
que  F  (2).  Supposons,  au  contraire,  que  la  O^nclioiiy  (z)  ait 
moins  de  zéros  que  d'infinis,  on  formera  une  fonction  simple- 
ment périodique  F  (z)  admettant  tous  les  zéros  dey(s)  et  une 

nartic  des  intiiiis.  Le  quotieiil  -~^  iTavanl  plus  d'infinis,  est 

constant;  doncy(2)  a  autant  de  zéros  que  F  (z).  Ainsi,  dans 
chaque  groupe,  le  nombre  des  zéros  de  la  i'ourùouJ'[z)  est  le 
même  que  celui  des  infinis.  Si  maintenant  on  appelle  F  (s)  la 
fonction  simplemen^t  périodique  qui   admet  ces  infinis  et  ces 

zéros,  le  quolicnt  '-—. —   étant  constant .  on\oit(rue  la  fonction 

1  F[z)  ■  '^ 

/  (s)  est  elle-même  simplenuT.t  péiiodicjue. 

Si  la  fonction  périodi([ue  n'était  pas  monodrome  cl  ]:)renail  /// 
valeurs  pourciiaquc  valeur  de  z^  elle  serait  racine  d'une  équation 
algébiique  du  degré  /;/ ,  ayant  pour  coefficients  des  fonctions 
périodiques  nionodronies  ;  car  toute  fonction  symétiique  des  in 
valeurs  de  la  fonction  est  une  fonction  monodrome. 

Il  résulte  de  là  que  I  on  peut  caracîériseï-  1  ordre  ou  le  degré 
d'une  fonction  simplement  périodique  par  le  nombre  des  infi- 
nis (ju'elle  admet  dans  chaque  bande.  Si  elle  est  monodrome 
et  admet  n  infinis,  elle  s  exprimera  par  une  fiaclion  ration- 

nelle  en  e   '-'    du  dcgrc-//. 

59.  Cherchons  mainlenanl  la  relation  qui  existe  entre  une 
fonction  monodrome  simplement  périodique  p*  qui  ne  devient 

infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  z  et  la  fonction /<  =  e  '-"  ,  A 
chaque  valeur  de  11  correspond  une  série  de  valeurs  de  z  don- 
nées par  la  formule  z  -f-  ni  0)5  mais  à  toutes  ces  \aleur,s  des  ne 
correspond  qu'une  seule  valeui-  de  t^  :  ainsi  i^  est  monodrome; 
par  rapport  à  u\,  d'ailleurs  cette  valeur  de  w  est  toujours  finie, 
excepté  pour  i<  =  o  et  «  =  ce  .  îl  en  résulte  que  v  est  dévelop- 
pable  en  nue  double  série  convergente  ordonnée  suivant  les 
puissances  entières  positives  et  négatives  de  u  (îîO),  ce  qui 
donne  l<i  série  de  Fourier. 


(j8 
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CiîAPITHE    III. 

OniGINE    DES    FONCTIOÎNS     DOlIilElMEAT     PÉRIODIQUES. 


00.    Pioposous-iious  crabord    d  étudier   la   fonciioii   défînif 
par  1  ôqualion  différeniielle 

(i )  -j-  z=  \'G  [1/  —  a)  [a  —  h''.  ( u  —  c), 

cl  la  valeur  initiale  u^  o  pour  z  =  o.  Il  faut  encore  indi- 
(|uer  le  sii;iie  avec  lequel  on  prend  le  radical  pour  z  =  o -^ 
nous  désignerons  par  U^  cette  valeur  initiale  du  radical.  Cette 
fonction  ne  })eut  cesser  d'être  monodroinc  que  lorsqu'elle  de- 
vient infinie  ou  égale  à  l'une  des  cjuanlités  <?,  b^  c,  pour  les- 
quelles le  radical  s'annule.  Supposons  que  pour  2  =  2:,  la 
fonction  11  devienne  égale  à  a  :  si  Ton  pose 

OU  a 


(Iz         1 

T.e  radical  étant  fonction  moiiodroine  de  zt',  pour  les  valeurs  de 
//siiflisaniment  petites,  il  en  résulte  que  i/,  et  par  suite?/,  re- 
jiiend  la  même  valeui'  quand  la  variable  z  tourne  autour  du 
point  r,. 

Mais  u  peut  devenir  infinie  pour  une  valeui"  finie  de  z  ;  car 
1  inlegrale 

fia 


I 


'(-,     \  Cj  [u  —  a\  [ Il  —  l')  {«■  —  c ) 

tend  vers  une  valeur  finie  quand  u  s'éloigne  indéfiniment  sui- 
vant uiie  direction  quelconque.  Soit  donc  a  une  valeur  finie 
iie  z  pour  laquelle  n  devient  infinie.  Posons 


«4-z  , 
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Irqualiou  cliircroiilicllc  devient 
(h 


— ■  =  —  V  G  «'  (i  —  ni>)  (i  —  bi>)  (i  —  a> 


Si  lOii  {;iil  cnsuilc 
ri  le;  se  lédull  à 


r7? 


_-VG(. 


^i  —  bv'-)  (i  —  ce''')  , 


et  l'on  a  \-''  =  o  pour  z'  =  o.   La  fonction  i^'  délinic  par  l'équa- 
tion (2)  restant  luonodronie  daus  le  voisiuage  de  z'=  o.  il  eu 
est  de  même  de  la  fouetiou  u.  On  conclut  de  là  que  a  est  une 
foucliou  luouodrome  de  z  dans  toute  rélendu<'  du  plan. 
Etudions  ir.aint(Miant  la  fonction  inverse 


hi 


Jo     v'Gf  [u  —  a)[u 


Fig.    v?.. 


b){u  —  c) 

Dans  le  plan  (pii  sert  à  figurer  la  variation  de  «,  manpions 
les  trois  points  rt,  è,  c  (/'w,'.  12);  désignons,  comme  nous  l'a- 
vons fait  précédemment,  par  (A),  (B),   (C)  les  trois  contours 

élémentaires  correspondants,  et 
appelons  A,  B,  C,  les  valeurs  de 
Tinlégrale  définie  relative  à  ces 
contours.  Tous  les  chemins  cpii 
vont  de  1  origine  à  un  point  quei- 
conque  M  du  plan  peuvent  être 
ramenés  au  chemin  rectiligne  OM, 
ou  à  ce  chemin  rectiligne  précédé  de  l'un  des  contours  élémen- 
taires ou  dune  combinaison  de  ces  contours  \  appelons  z  la 
valeur  de  l'intégrale  rectiligne  OM.  Tous  les  chemins  qui  se 
ramènent  au  chemin  rectiligne,  sans  passer  par  l'un  des  points 
<i!,  b^  c,  donnent  la  même  valeur  z.  Supposons  que  la  variai) le  n 
décrive  d'abord  le  contour  élémentaire  (A),  le  radical,  changeaiit 
de  signe,  reviendra  à  l'origine  avec  la  valeur  — U„,  de  sorte  que, 
si  u  parcourt  ensuite  le  chemin  rectiligne  OM,  l'intégrale  pren- 
dra la  valeur  —  z^  eu  tout  A  —  z,   Siq>posons  mainlen.Tnt  qn- 
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la  variabîc  //,  après  avoir  tiéciil  le  cosiloiu'  (A  ),  décriveensuilc 
vm  autre  contour  élénientain^  (  '*)  •  P^'"  ""  second  changement 
(le  signe,  le  radical  reviendra  à  l'origip.e  avec  sa  valeur  ini- 
tiale U„,  lintégrale  ayant  alors  lavaleur  A  —  B  :  si  ronmarclie 
ensuite  suivant  un  rlieniin  quelconque,  on  voit  (|ue  Finlégrale 
sera  augmentée  de  la  quantité  constante  A  —  B;  par  exemple, 
si  l'on  suit  le  chemin  recliligne  OM,  on  aura  A  —  B  H-  ;r.  La 
variable  ^^  pouvant  décrire  le  double  contour  (A)  -h  (B)  autant 
de  fois  que  l'on  veut,  l'intégrale  sera  augmentée  d  un  multiple 
quelconque  de  la  c|uantité  constante  w  =  A  — B,  qui  constitue 
ainsi  une  uremière  période.  On  aura  de  même  deux  autres  pé- 
riodes 'j)'  =  A  —  C.  rj>"  =^  B  —  C  ;  mais  comme  w"  ^=  oi' —  w, 
cette  lioisième  rentrer  dans  les  deux  premières.  Si  Ton  parcou- 
lait  deux  fois  successivement  le  même  contour  (A),  on  revien- 
drait à  la  valeur  initiale  U„  du  radical,  mais  la  valeur  de  l'inté- 
grale A  —  A  serait  nulle.  Ainsi  il  n'y  a  pas  d'autres  périodes 
(]ue  les  deux  que  nous  venons  de  trouver. 

Il  )  ésulle  de  ce  qui  précède  qu'à  chaque  valeur  de  u  corres- 
ponds nt  deux  séries  de  valevtrs  de  z  représentées  par  les  for- 

nuiles 

z  -f-  ///  w  -{-  m'  &/ ,       A  —  z  -t-  w  w  +  /;/&/ , 

dans  lesquelles  m  et  /?i'  désignent  des  nombres  entiers  quelcon- 
ques, positifs  ou  négatifs.  Les  valeurs  B  —  z,  C  —  z,  que  1  on 
obtiendrait  en  parcourant,  daboidî'un  des  contours  (B)  ou  (C), 
puis  le  chemin  rectiligne  OM,  rentrent  dans  la  seconde  série  5 
car-Bz=A4-B  —  A=A  —  œ,C  =  BH-C— A  =  A  —  w'.Réci- 
proqnement  on  conclut  de  là  que /<  est  une  fonction  raonodrome 
F»g    i3.  de  :;  doublement périodi(|ue-, 

(iuand  la  variable  z  augmente 
ou  diminue  delvmedcs  quan- 
tités 0)  et  to',  la  fonction  u.  re- 
prend la  même  valeur. 

Dans   le    plan  qui   sert   à 
figurer  la  vaiialionde  z,  por- 
tons à  la  suite  les  unes  des 
autres  les   longueurs  00  1,   0,0,,  o_,Oa,,,.    {  fig.   i3),   égales  à 
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la  première!  périodr  o),  les  longueurs  od ,  o' o" ^  o"o"',-..^ 
égales  à  la  seconde  période  o/ ^  par  les  points  o,  o',  o",..., 
menons  des  parallèles  à  ooi^  et  par  les  points  o,  Oi,  Oj,.--? 
des  parallèles  à  oo'  :  ces  parallèles  diviserout  le  plan  en  paral- 
lélogrammes égaux,  dans  lesquels  la  fonction  u  reprendra 
périodi([uement  la  même  valeur.  Dans  chaque  parallélo- 
gramme, la  fonclion  u  passe  deux  fois  par  tous  les  états  de 
grandeur,  et  la  somme  des  deux  valeurs  de  z  qui  correspondent 
à  la  même  valeur  de  u  est  constante  et  égale  à  A,  en  négligeant 
les  multiples  des  périodes.  La  fonction,  dans  chaque  parallélo- 
gramme, admet  deux  zéros  simj)les,  z=:o,  z=:A,  et  un  inliiii 

double  z  =  — •,   car  léquaiion  (2)  nionlre  (pie  z'  =  o  ou  i;  =  7. 

est  un  zéro  simple  pour  u'  cl  par  conséquent  ini  inlini  double 
pour  II. 

()1.   La  méthode  précédente  s  applique  sans  didicullé  à  1  é- 
quation  didercntielle 

(3)  ~  =  s/Q{u  —  a}{u  —  b)  {u  —  c){u  —  d), 

à  bupielle  on  joint  les  conditions  u  =  o,  — -  =  L\,,  pour  z=o. 

La  fonction  u  reste  monodrome  même  dans  le  voisinage  des 
valeurs  a,  />,  c,  r/,  pour  lesquelles  la  dérivée  cesse  d'être  mo- 
nodrome par  rapport  à  u.  Soit  a  une  valeur  de  z  qui  rend  u 
infinie  -,  si  l'on  pose 

,  I 

z  =  y.  -\-  z  ,       u  z=  —, 

réquation  devient 


clt> 


(4)  ^'  =  -  V'Gr(l  —  ai')   (1  -   Ih>)  [l  -  Ci')  (I  -  dv), 

et  l'on  a  la  condition  u  =  o  pour  z'  =  o.  La  fonction  u  res- 
tant monodrome  dans  le  voisinage  de  s'=  o,  il  en  est  de  même 
tle  u.  Ainsi  la  fonction  u  est  monodrome  dans  toute  retendue  du 
plan. 
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CoiLsidéions  inajuleiiaut  la  ronclioii  inverse 


=i 


(lu 


'o     Vf>(«  ~  ")  («  —  l^)  (il  —  c)[u—d) 
Dans  le  plan  relatil"  h  la  variabh;  //,    marquons  les  (jualrc 
Fig.  i/,.  points  rt,  b,  c,  d  [fig.  i4), 

dans  Tordre  où  ils*  se  pré- 
sentent quand  on  fait  tour- 
ner le  rayon  vecteur  dans  un 
sens  déterminé  ,  et  considé- 
rons les  contours  élémen- 
taires qui  enveloppent  ces  dif- 
férents points.  Comme  nous 
l'avons  expliqué  plus  haut, 
quand  1"^  variable  z<  parcourt 
successivement  deux  con- 
tours élémentaires,  ou  ra- 
mène à  1  origine,  par  deux  cliangcments  de  signe,  la  valeur  ini- 
tiale du  radical  ;  il  en  résulte  les  six  périodes 

A  — B,      A'^— C,      A  — D, 
B  —  C,      B  —  D,      C;— D. 

Mais  ces  six  périodes  ne  sont  pas  distinctes;  on  remarque  d  a- 
hord  que  les  trois  dernières,  étant  des  combinaisons  des  tiois 
premières,  rentrent  dans  celles-ci.  JNous  allons  faire  voii-  main- 
tenant que  les  trois  premièri's  périodes  se  réduisent  à  deux. 

De  1  origine  comme  centre,  avec  un  très-grand  rayon  OL, 
décrivons  un  cercle,  et  supposons  que  la  variable  u  parcoiuc 
d'abord  la  droite  OL,  puis  décrive  la  circonférence  dans  le  sens 
indiqué  par  la  flèche,  et  revienne  à  l'origine  pai'  la  droite  LO. 
Ce  contour  fermé  é(juivaut  évidemment  h  la  somme  des  quatre 
contours  élémentaires  (A)  H-  (H)  -f-  (C)  -\-  (D),paicourus  dans 
l'ordre  indiqué,  ce  (jui  «lonne  1  intégrale  A  —  I)  -h  C  —  D.  Le 
ladical,  ayant  éprouvé  quatre  changemcjits  de  signe,  reprend  à 
lorigine  sa  valeur  initiale  l  ^  ;  quand  la  vaiiable,  après  avoir 
parcouru  la  droite  OL,  a  décrit  la  grande  ciiconférencc,  le  ra- 
dical   reprend   au    point    L  la   ni^ne  valeur,  et  par   suite  la 
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sccoiuli-  inlégralc  IX)  tléuiiil  la  [ticmièic  C)l,  ^  il  icslc  à  cva- 
lucr  1  iiiléi;!  aie  (Miculaiic.  SI  1  on  pose  z  =  /'e^' ,  celle  intciçi  aie 
a  par  expression 

([uand  le  layon  augmente  indédninienl.  celle  inlégi  aie  tend  vers 
zéro.  Comme  rintégrale  lelative  au  contour  lornié  OLL'f.O 
est  nulle,  il  en  résulte  la  relation 

A  —  B  -t-  C  —  D  =  o  ; 
a  ou 

A  —  D  =:  B  —  C  =  (  A  —  C)  —  (A  —  B)  ; 

ce  (jui  fait  rentrer  la  troisième  période  A  —  D  dans  les  deux 
premières.  Ainsi  la  lom  tiou  u  est  doublement  périodicjue:  elle 
admet  les  deux  périodes  w  =  A  — ■  B,  w'  =  A  —  ('. 

Si  l'on  néglige  les  multiples  des  périodes,  on  voit  qu'à  chaijue 
valeur  de  «  correspondent  deux  valeurs  de  z,  savoir:  1  intégrale 
j'ccliligne  z  et  A  —  z,  les  autres  valeurs  15 —  :,  C  —  z.  D  —  " 
rentrant  dans  la  seconde  par  des  additions  de  périodes.  La 
somme  de  ces  deux  valeurs  est  constante  et  égale  à  A. 

Dans  chaque  parallélogramme  des  périodes,  la  fon<  lion  u 
passe  deux  fois  par  tous  les  états  de  grandeur  ;  elle  admet  dcu\ 
zéros  simples  2  =  o,  2  =  A,  et  deux  intinis  simples  z  =  ex. 
z  ==,3.  L'équation  (4)  montre,  en  eOet,  que  z^=y.  est  zéro  sim- 
ple poui- p-  el,  par  conséquent,  infini  simple  pour  11. 

02.  11  résulte  de  ce  qui  précède  que,  lorsque  le  polynôme 
placé  sous  le  radical  est  du  troisième  ou  du  qualiième degré, 
la  fonction  définie  par  l'équation  dilleientielle  est  mouodrome 
et  doublement  péiiodicjue.  Il  est  aisé  de  voir  cpie.  si  le  poly- 
nôme était  d  un  degré  supéi  ieui'  au  quatrième,  la  fom  lion  u 
cesserait  d'être  monodrome. 

(^m'aillerons  en  général  ré{{uation 
(/il 

^  =  u,    i-=F(„;, 

l    (II]  désigiinnt  un  polynôme  cntict  du  degré  ///,  cl   soit  v.  une 
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valeur  iiiiie  do  z  pour  laquelle  n  devient  infinie.  Si  l'on  pose 

«  =  -,      Uc-=— V, 

l'équalion  dilliérentielle  devient 

dv 


,.  =  "' 


V^=:  C'FI- 


et  l'on  a 


Quaud  le  degré  /;/  du  polynôme  F  (//)  ne  surpasse  pas  4,  If 
nouveau  coe!îuicnt  dilïérentiel  V  conserve  une  valeur  finie 
pour  u  =  G,  et  par  suite,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  la  fonc- 
tion i'  reste  monodrorae  quand  z  tourne  autour  de  a. 

Lorsque  le  polynôme  est  d'un  degré  supérieur  à  4,  le  coeffi- 
cient dilïérentiel  V  devient  infini  pour  i>  =  o,  et  la  fonction  u 
n'est  plus  moiiodrome.  Supposons  d'abord  que  le  polynôme 
F  (  II)  soit  d'un  degré  pair  2  «,  on  aura 


d  OÙ  l'on  dédnira  pour  \  une  expression  de  la  forme 

En  vertu  du  théorème  II  (livre  II,  chapitre I),  quand  z  tourne 
autour  du  point  a,  la  fonction  p-  prend  // — i  valeurs,  qui  se 
permutent  les  unes  dans  les  autres  circulairemenl. 

Si  le  polyp.ôme  est  du  degré  impair  ni  =  2  n  -+- 1  ^  on  posera 

<-  =  ,/% 
d'où 

a  •+■  h  (''-  -f-  .  .  . 


Le  coefficient  dilïérentiel  de  l'équation 


di>'  _   V 

dz'         2  v' 


élanl,  par  rapport  à  c',  un  infiniment  grand  du  degré  2  n  —  2,  la 
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loiiclioii  t'' el  j)ar  suilc  t'  iuliUL-Uciil  2//  —  i  \ak'ursc-n  série 
circulaire,  quand  z  lonrneamoiir  du  point  y.. 

Lorsque  m  =  2,  u  esl  une  ionction  de  z  simplement  pério- 
dique, qui  ne  devient  inlinie  pour  aucune  valeur  linie  de  z. 

Lorsque  m  =  3  ou  7n  =  4i  '^  fonction  est  doublement  pério- 
diqxie  et  admet  deux  infinis  dans  chatjue  parallélogrannne  des 
périodes. 

Mais  lorsque  m  est  plus  grand  que  ^,'\c  nombre  des  périodes 
surpasse  en  général  deux  j  dans  tous  les  cas,  la  ffjnction  n'est 
])lus  monodionie  cl  prend  une  infinité  de  valeurs  en  *  ii.upu; 
point  du  plan. 

CHAPITRE  lY. 

l'UOPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  FONCTIONS  [OIBLEMEKT  l'ÉUK vniOUES. 


Des  périodes. 

03.  Dans  le.  chapitre  précédent,  nous  avons  fait  voii-  com- 
ment certaines  équations  dillérenlielles  donnent  naissance  à 
des  fonctions  monodromes  et  monogènes  doublement  pé'iio'Ji- 
ques.  Dans  le  chapitre  actuel,  nous  nous  proposons  de  démon- 
trer les  propriétés  fondamentales  des  fonctions  doublement 
périodiques  en  général. 

On  conçoit  directement  lexistence  des  fonctions  double- 
ment périodiques.  Que  Ion  suppose  le  plan,  dans  lequel  se 
meut  la  variable  z,  divisé  en  parallélogrammes  égaux  ayant 
pour  côtés  les  deux  quantités  géométriques  ro  et  0/,  et  que  Ton 
se  représente  une  fonction  monodrome  reprenant  la  même 
valeur  aux  points  correspondants  de  ces  divers  parallélogram- 
mes, on  aura  une  idée  très-nette  d'une  fonction  doublement 
périodique^  mais  en  général  cette  fonctioîi  ne  sera  pas  mono- 
gène. 

Pour  qu'il  ait  réi'llemenf  deux  périodes,  il  fan!  que  le  rap- 

w'       .    .         .      .  ,       ,  .    ,       ,        , 

port  —  soil  imaginaire:  auUemcnl  .  les  <icu\  (quantités  geome- 
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Iriquc's  O)  cl  o)'  ayaiiL  la  luèiiie  direclicHi  ,  les  parallclui^iamiiics 
se  rédiiiiaient  à  des  lignes  droiles.  Il  esl  aisé  de  voir  que,  lors- 
que le  rapport  des  périodes  est  réel  et  coiumeusurable,  les  deux 
périodes  se  réduisent  à  une  seule-,  en  etTet,  soit  o)  = /?  w'^ 
o/r=/i'w",  n  el  II'  étant  des  nombres  entiers  premiers  enîie 
eux  ;  on  a 

ptù  ^  (j  (,)'  =  (  /J/l  +  q/l'  )  m"  ; 

les  combinaisons  des  deux  périodes  sont  des  nmlliples  de  w'', 
et  réciproquement,  comme  on  peut  choisir  p  et  (/  de  manière 
que  pn  -+-  qn'  soit  égal  à  un  entier  donné,  ces  combinaisons 
donneront  tous  les  niulti[)les  de  w"-,  ainsi  les  deux  périodes 
w  et  m'  se  ramènent  à  la  seule  période  (à"  et  la  fonction  esî 
simplement  périodique.  Supposons  le  rapport  des  périodes 
réel,  mais  incommensurable;  ce  cas  peut  ôlie  considéré 
comme  la  limite  de  celui  où  les  deux  périodes  admettent  une 
commune  mesure  w",  infiniment  petite;  la  fonction,  reprenant 
la  même  valeur  à  des  dislances  iniinimenl  petites  0/,  serait 
une  constante.  Ainsi,  dans  toute  fonction  donbleinenl  pério- 
dique, le  rapport  des  périodes  est  imaginaire. 

Gl.  On  peut  choisir  d'une  inliniic  de  manières  les  périodes 
d'une  fonction  doublement  périodi(jue.  Pour  fixer  les  idées, 
siq:)posons  la  fonction  monodiome  et  monogèiic.  Soit  o  un 
point  ([uelconque  (hi  plan  poiii'  lecpud  la  fonction  a  la  valeui' 
//y  el  la  dérivée  la  valeur  u\  [fig-  i5);  à  ce  point  en  corres- 
Fi;;.  i;>.  pondent  une  infinité  d'autres 

pour  lesquels  la  fonction  et 
sa  dérivée  re])rennent  les 
mêmes  valeius  j/,,,  */„.  Joi- 
gnons deux  quelcon(jues  de 
ces  points  o  et  o,  5  si,  sur  la 
(Il  oite  00,,  eidanslintei  vallc 
de  o  h.  Oi^  il  n  y  a  aucun  autre 
j)oinl,  on  pourra  prendre  la 
gratideur  gé(unclii(|tie  00, 
roniuu;  une  prcinièi'c  période  o"».  Cai'^  la  four! ion  et  sa  dérivée 
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avaiil  cliacuiic  la  iikmiic  ^alcul•  tu  o  cl  eu  o,,  si  1  on  lail  iiiuii- 
\oir  la  variable  z.  à  partir  de  ces  poinls,  suivant  des  lignes 
<^gales  ei  parallèles,  la  fonction  et  sa  dérivée  auront  consiani- 
nicnt  la  même  valeur  aux  points  toirespondanls.  Il  en  résulte 
(jue,  sur  la  dioilc  indélinie  oOi^  existent  une  infinité  de  points 
correspondants  o.  o,,  o,,...,  sé])arés  par  le  même  intervalle  '». 
Maintenant  iaisons  mouvoir  cette  droite  parallèlement  à  elle- 
même,  juscpi'à  ce  qn  elle  rencontreun  autre  point  o' :  dans  celte 
seconde  position,  la  droite  contiendra  une  nouvelle  file  de  points 
correspondants  o',  o\^  o', ,. ..,  séparés  par  le  même  intervalle  o). 
Si  l'on  joint  deux  points  quelcon(jues  o,  o' de  ces  deux  files  pa- 
rallèles, la  grandeur  géométrique  oo'  pourra  servir  de  seconde 
période  ;  il  est  <;vid(;nt  que  sur  la  droite  infinie  oo'  se  trouvent 
aussi  une  infinité  de  points  correspondants  o,  o',  o",...,  à  la 
distance  w'  les  unes  des  autres  :  on  a  ainsi  deux  séries  de  files 
égales  et  parallèles. 

Ces  deux  séries  de  files  parallèles  divisent  le  plan  en  une 
infinité  de  parallélogrammes  égaux  entre  eux.  rjui  ne  renfer- 
ment dans  leur  intérieur  aucun  des  points  o,  Oi,...  o', Il 

est  clair  que  la  fonction  et  sa  dérivée  ont  respectivement  la 
même  valeur  aux  poinls  homologues  de  ces  divers  paiallélo- 
grammes.  INous  appellerions  parallèlo  grnmine  élémentaire  lui! 
quelconque  d'entre  eux ,  par  exemple  le  parallélogramme 
OOi  o\  o'. 

05.  3i()us  avons  vu  ([ue  Ton  peut  former  dune  infinité  de 
manières  le  parallélogramme  élémentaire.  Désignons  par  o)  et 
r>)' certaines  périodes  formant  un  parallélogramme  élémentaire. 
Deux  périodes  nouvelles  w,  et  (ii\  étant  des  grandeurs  géomé- 
triques allant  du  point  o  à  deux  points  homologues,  on  auia 

w ,   =  p  w  -f-  17  w  , 

Pour  que  ces  deux  périodes  w,  et  o),  puissent  remplacer  les 
deux  premières,  et  former  un  nouveau  parallélogramme  élé- 
mentaire, il  faut  d'abord  que  p  et  fj  soient  premiers  entre  eux, 
ainsi  (jue  p'  et  q'  :  il  faut  en  outre  que  '.)  et  0/  soient  récipi  oque- 
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ment  des  combinaisons  de  Wj  et  w,  -,  ce  qui  exige  que  les  nom- 
bres entiers  /?,  7,  //,  ({  vérifient  la  relation  pq' —  qp  =  ±  i . 

Celte  condition  exprime  cjue  les  deux  parallélogrammes 
sont  équivalenis.  En  effet,  soient 

Mr=z  a  -{-  bi^      m'  =  a'  +  (j' i'  ; 
Taire  du  premier  parallélogramme  est 

±l{ab'  —  ba'), 
celle  du  second 

zt  [{pa  +  fjn'){p'  b  +  q'  //)  —  [pb  -+-  f/b')  [p'a  +  q' a' )] 
=  ±{p<i'—<]p')  («^'  —  ^"')- 
Si  la  condition  pq'  —  qp'^dz  i  n'était  pas  vérifiée,  le  nou- 
veau parallélogramme  serait  trop  grand,  et  se  composerait  de 
la  réunion  de  plusieurs  parallélogrammes  élémentaires. 

66.' Soit  le  parallélogramme  ooio',  o'  [fig.  i5)-,  en  conser- 
vant la  première  péiiode  0^,  et  prenant  pour  seconde  période  la 
droite  qui  joint  le  point  o  à  un  point  quelconque  o,  de  la  se- 
conde flic,  on  obtient  un  nouveau  parallélogramme  élémen- 
taire oOiO,.  o', ,  équivalent  au  premier;  dans  ce  cas,  les  nouvelles 
périodes  sont  o)  et  w'-l-/7  0),  ce  qui  ajoure  à  Fune  des  périodes 
un  multiple  quelconque  de  l'autre. 

On  peut  toujours,  par  une  série  de  transformations  pareilles, 
passer  des  périodes  fx),  5/  aux  périodes  équivalentes  oj,,  '■o,  .  En 

effet,  réduisons  en  fraction  continue  la  fjaclion  -  et  soient 

p.       P^  Pn       p 

— ,      —  •,■■••,      —,      — 

7»  7>  Un  <l 

les  réduites  successives  ;  on  a 

1"!n—  'IPn^-àl^    ; 

mais  on  a  aussi 

prj'  —  qp'  =  ±  I  . 

On  peut  supposer  (]ue  le  signe  est  le  même,  sans  quoi  on  chan- 
gerait les  signes  de  //'  et  de  q',  c'est-à-dire  le  signe  de  w'.  On 

en  déduit 

p'=j>,.-hpt, 
q'  =  v«  +  v^ 
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/  élaiU  un  nombre  cnlicr,  et,  paisuile, 

«',  =/''„  oj  +  <y„  &/  4-  ^W|  ; 

si  de  la  seconde  période  w',  on  retranche  un  multiple  f  o),  de  la 
première,  on  remplacera  les  deux  périodes  o),  et  '»\  par  les 
deux  périodes  équivalentes 

p  M  -+-  (/  &)'. 

p„  M  +  r/„  o>' , 

On  a  de  même 

Pn  'ln~\  —  fin  /A,-.    =  qZ   I  ; 

d'ailleurs 

/^,  r/  —  quj>=^i;       d'où      />-  =  />-„_,  -h  /A,  t',       <!  =z  fi^_,  +  ry„  iî', 

et  les  deux  périodes  précédentes  deviennent 

(  »„_,  cj  +  <7„_,  co'  )  H-  ^'  (  yj„  w  +  </„  ù>'  ) , 
Pn'-'^  +  7«  w'. 

Si  de  la  première  on  retranche  un  multiple  de  la  seconde,  on 
les  remplacera  par  les  deux  périodes  équivalentes 

l>n-s  Oi  H-  <7„_,  w', 
JJn'j)   -h  f/nOi'. 

Fai  (  onlinuaul  de  cette  manière,  on  arri\era  aux  deux  périodes 

/;,  &j  -+-  7,  w'. 

Mais  on  peut  toujours  supposer  la  fraction  -   moindie  que 

i'uiiité.    sans  cjuoi  on   aurait  réduit  en  IVaclion  couliiuie   la 

fraction  -  :  dans  ce  cas,  on  a.  po=  o,  r/o  =  i ,  pi  =  i ,  et  les  deux 

dernières  périodes  obtenues  sont  ^/  et  œ  -h  ^i  w':  une  dernière 
opération  les  ramène  à  w,  o/. 

Propriétés  générales. 

()7.  Les  fonetions  doublement  périodiques,  monoclromcs  et 
monogèues,  jouissent  de  propriétés  communes  qui  résultent  de 
l'idée  même  de  la  double  périodicité.  C'est  M.  l.iouville  qui, 
le   premier,  a  envisai^é  les  Ibiiclions  doublement  périodiques 
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SOUS  ce  point  de  viif  Irès-élevé:  il  a  jclé  ainsi  un  grand  jour 
sur  cvlle  malièie  auparavant  si  obscure. 

Théorème  I.  —  Le  résidu  -^intcgral  de  loiUe  jonction 
doublement  périodique  ,  monodrome  et  nionogène,  relatif  à 
l'aire  d'un  j)araUélograunne  ('lénicntaire,  est  nul. 

M.  Cauchy  appelle  résidu  intégral  d'une  fonction  mono- 
drome et  monogèue/'(^),  relatif  à  une  aire  plane  donnée,  la 
valeur  de  l'intégrale  Jf(z)dz.  prise  le  long  du  contour  de 
celte  aire  et  divisée  par  iru.  D'après  ce  qui  a  été  dit  au  n"  20, 
le  lésidu  relatif  à  une  aire  c|uelconc[ue  est  égal  à  la  somme  des 
lésidus  iclalifs  aux  aires  infiniment  petites  qui  comprennent 
les  points  de  Taire  pour  lesquels  la  fonction  f{z)  devient 
intinie. 

Nous  supposons  la  fonction  j  [z]  doublement  périodique. 

^'G    '*'  Représentons    Içs  deux 

[)ériodes  par  AB  et  AC 

.— / -y ■ /  (./%•  16)  ;  des  parallèles 

/  /  '  /  écjuidistantes     parlagc- 

-_^^_J^x 1 t^ L ronl  le  plan  en  parallé- 

/  /  logranmiesdanslesquels 

la  fonction  repiendra  pé- 
ri odi([uement  la  même 
valeur.  Considérons  le 
résidu  intégral  de  la 
'  /  fonction  y  (s)   relatif  à 

Taire  du  parallélogramme  ABDC,  et  l'intégrale  définie  prise 
le  long  du  contour  de  ce  parallélogramme,  parcouru  dans  le 
sens  ABDC.  La  fonction/  [z)  étant  la  même  le  long  des  deux 
côtés  opposés  AB,  CD  du  parallélogramme,  il  est  évident  que 
Tiniégrale  définie,  prise  le  long  de  ces  deux  lignes,  acquiert 
la  même  valeur-,  mais,  comme  les  côtés  opposés  sont  pai courus 
en  sens  contraire,  les  deux  portions  relatives  à  ces  côtés,  dans 
Tintégrale  définie  ,  se  détruisent ,  et  de  même  les  deux  portions 
relatives  aux  deux  côtés  opposés  BD,  CA.  Ainsi  l'intégrale  dé- 
finie, j)rise  le  long  du  contour  du  paiallélogramme  est  nulle, 
cl  par  coîisécjncnl   le   résidu  intégral   est  nul. 


/  •  •/ 

V 

/ 

/ 
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/ 

/ 

V                 /B 

/r.' 
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Ce  llu-orctUL'  leiiiarquabic ,  diKjiu'l  on  déduit  avec  uiio 
grande  facilité  les  plus  importantes  propriétés  dt;s  fonctions 
(loubleinciU  périodiques,  a  été  aperçu  pour  la  piemière  fois 
par  !M.  lleiniile. 

(Î8.  TnÉoRkviE  II.  —  Toute  fonction  donhlcnicnt  périodi- 
que, monodrouia  cl  monogcnc,  admet  au  moins  deux  infi- 
nis dans  chaque  pnrallélogrnmme  clénicnlaire. 

La  lonclion ,  étant  périodique,  admet  un  premier  infini 
dans  cliacpie  parallélogramme.  Si  elle  n'avait  qu'un  infini 
simple  s  =  a  dans  un  parallélogramme,  elle  s'écrirait 

f(z)  = H<p», 

z  —  a 

(33(2)  ne  devenant  plus  infinie  dans  ce  parallélogramme;  le 
résidu  intégral  relatif  à  ce  parallélogramme,  étant  égal  à  A, 
ne  serait  pas  nul  5  il  y  a  donc  au  moins  un  second  infini. 

Cette  propriété  sert  de  base  à  la  belle  théorie  des  fonctions 
doublement  périodi([ues  professée  par  M.  Liouvillc  au  Collège 
de  France. 

Si  la  fonction  doublement  périodique  admet  deux  infinis 
simples,  s  =  a,  z  =|S,  dans  un  parallélogramme,  on  pourra 
la  mettre  sous  la  forme 

a 

ç  (z)  ne  devenant  plus  infinie  dans  ce  parallélogramme; 
pour  que  le  résidu  soit  nul ,  il  faut  que  R  =  —  A.  Si  Ja  fojic- 
tion  admet  un  infini  double  z  =  x.  oii  aura 

/( 2 )  =  , r,  ■+-  ?  (2,) , 


le  coefficient  de  la  traction  du  premier  degré  étant  nul. 

(59.  Théorème  III.  —  Chaque  parallélogramme  des  pé- 
riodes renferme  autant  de  zéros  que  d'injinis. 

Considérons  la  fonction  -77^*  Cette  fonction,  qui  est  dou- 
blement périodique,  comme  la  fonction  proposée^  (s),  n'admet 
que  des  infinis  simples,  savoir  les  zéros  et  les  infinis  de  la  fonc- 

6 


8'i  LIVl'.E     II. 

lion  /  (-)•  Kn  ciïrl ,  suit  a  un    zéro  tie  degié  />  de  la  (onction 

f{z),  on  aura 

/{z)  =  {z.—  ayo{z}, 

la  ionclion  (p  (2)  ne  devenant  ni  nulle  ni  infinie  pour  z  =  a; 
on  en  déduit 

f[z)  z—a         ^(z) 

Ainsi    la   ([uanlité   a   est    ini    inlini     simple    de    la    fonction 

f'iz) 

- — ~'  Le  résidu  de  celle  fonction  ,  relatif  à  cette  valeur  a  ,  est 

égal  à  /?, 

De  même,  soit  y.  un  infini  de  degré  q  de  la  fonction  f{z), 

on  aura 

f[z]  =  v2  —  a^~''?(z)- 

la  fonction  9  (z)  ne  devenant  ni  nulle  ni  infinie  pour  2=  a  5 
on  en  déduit 


/(s)  z—a         (j)(z) 

Ainsi    la    (juantilé     a    est    un     infini    simple   de    la   fonction 

/"'  (z  )         1       -  •  1  1  '     1   - 

•  ;  et  le  résidu  correspondant  est  égal  a  —  q. 

f-'  [z] 
Puisque  la  fonction  est  doublenu-nt  périodique,  le  lé- 

sidii  intégral  de  cette  fonction,   lelatil   à  faire  du  parallélo- 
gramme, est  nul:  on  a  donc 

lp  —  lr/  =  o, 
ou 

On  en  conclut  que,  dans  chaque  parallélogramme,  le  nom- 
bre des  zéros  de  la  fonction  J  (2)  est  égal  au  nombre  des  infi- 
nis, en  tenant  coniple  du  degré  de  chacun  d'eux. 

70.  Corollaire. — Désignons  par //  le  nombre  des  infinis  de 
la  fonction/(z)  dans  charnue  parallélogramme,  le  nombre  des 
zéros  est  aussi  //.  La  fonction  /(z)  — ?/,  qui  a  n  infinis,  a  aussi 
//  zéros:  ceci  montre  que,  dans  chaque  parallélogramme, 
la  fonction  J  (s)   passe   n  fois  par  une  valeur  (pielconque  a. 
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11  résulte  de  ce  qui  précède  (jue  1  on  peut  caractériser  Tordre 
d  une  lonclion  doublement  périodique  par  le  nombre  de  ses 
infinis  dans  clia([ue  parallélogramme,  puisque  ce  nombre  in- 
dique combien  de  fois  la  (onction  passe  par  chaque  valeur. 
L'ordre  est  au  nu)ins  égal  à  deux.  Les  fonctions  doublement 
périodiques,  provenant  des  équaiiotis  différentielles  que  nous 
avons  étudiées  dans  le  diapilrc  précédent,  sont  du  second 
ordic. 

71 .  Théorème  I\  .  —  La  sonuiie  des  n  valeurs  de  la  varia- 
ble qui,  dans  un  nténie  parallélogramme,  correspondent  à 
une  même  7'aleur  de  la  Jonction  doublement  périodique 
d/'ordre  n,  est  coustanle. 

Appelons  Zj,  Za,...,  s„,  les  n  valeurs  de  z  qui,  dans  un 
même  parallélogramme,  correspondent  à  la  même  valeur  u  de 
la  fonction  doublement  périodique  u  =::f[z),  et  posons 

Ç  =  z,  -i-  z ,  4- .  .  ■  4-  z„ , 
d  où 

d'^        dz^        dz.  dz,^ 

dti        du         du  du 

A  chaque  valeur  de  u,  iinie  ou  infinie,  correspond  une  valeur 
finie  de  ç,  augmentée  de  multiples  des  périodes,  et  une  seule 

valeur  du   coefficient   différentiel  -^i  qui   peut   être    regardé 

du      '       ^ 

comme  une  fonction  de  m,   monodrome   et  monogène.    Cette 

fonction  ne  peut  devenir  infinie  pour  aucune  valeur  de  u  finie 

ou  infinie;  car,  si  -r-  devenait  infinie  pour  u  =  «,  on  aurait, 

du  ^ 

en  vertu  du  théorème  III  (n"  36), 

de,  _     «(«) 
du        {  u  —  a  Y 

et  ^  deviendrait  infinie,   ce  qui   est  impossible.   La   fonction 

— ^  ne  devenant  pas  infinie,   est  une  constante;  de  plus,  cette 
du 

constante  est  nulle,  sans  ipioi  on  aurait  ^  =  A?i  -f-  B.  Donc  la 

quantité  i^  est  elle-inèmc  une  l'onstantc. 

G. 
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72,  Théorème  V.  —  //  existe  unej'ouc/ion  doublement  pé- 
riodique du  second  ordre,  monodrome  et  tnonogèrie ,  ayant 
deux  périodes  données  w  et  oi',  deux  infinis  donnés  tx  et  ^  et 
deux  zéros  donnés  satisfaisant  à  la  condition  g  -|-  €  f=  r/.  -t-  /> . 

Proposons-nous  d'abord  de  former  une  fonction  doublement 
périodique  du  second  ordre,  aux  deux  périodes  w  et  w',  el  ad- 
mettant deux  infinis  donnés  a  el  [3. 

Considérons  la  double  série 

^'^  -^^^^^   2     -^ — a+p   '     A ^-=rp^ 

m— _-c    COS Z H-  w  w       COS  TT  -i- 


que  l'on  prolonge  indéiinimcnt  à  droite  et  à  gauche,  en  don- 
nant à  m  toutes  les  valeurs  entières  deptiis  o  à  +  oo  et  depuis 
—  là  —  00  . 

Nous  commencerons  par  démontrer  que  cette  double  série 
est  convergente.  Désignons  par  p  =  /"+5/le  rapport  imagi- 
naire des  périodes— 5  et  pour  tixcr  les  idées,  supposons  s^  o. 

En  remplaçant  les  cosinus  par  des  exponentielles,  le  terme  gé- 
néral de  la  série  devient 

2 

;  — ;3  .  a  — /3 

j  ?•■  np  I        j  z I  I  — 71   -  ■  —  ' 

Si  m  est  positif  el  très-grand,  on  écrira  ce  terme  sous  la  forme 
suivante  : 


mot (  z )  i         -2  ry,  izpi       —  (  z \  i  — -jt  ' 


2  m 
le 


.      27t:/        a-l-/3\    r                 •      27r/        «+/?  \  .              a— /3  .                 a— /2  H 
2  m  npi     —  {  z i       2  w  TTC  I     —  (  z— )  t  •       n 1        — tt ' 

1  +  6'  .<?^'   V  -     ^    L^  .r".\  ""     '    —c        "       —c  "'        I 

Le  module  du  facteur  e^'"'^'",  étant  égal  à  e~^"'^%  est  très-petit  ; 
le  dénominateur  est  sensiblement  égal  à  l'unité.  La  racine 
/«'^""  du  icrme  général  est  donc  sensiblement  égale  à 

c'esl-à-dlic  à  t;-^^",  dont  le  module  est  e~-^\  Ainsi,  quand  ni 


VRornitTÉs  oi':a.  des  io.nctio.ns  doiel.  I'liuoiiiqi  es.  8.» 
augmente  indéliniiiii'ul,  la  racine //i""'(Ui  ici  nie  général  loiid 
vers  une  limite  dont  le  module  est  moindre  (juc  1  unité,  et  par 
conséquent  la  série,  prolongée  vers  la  droite,  est  convergente. 
Si  m  est  négatif  et  très-grand,  on  changera  le  signe  de  m,  et 
Ton  arrivera  à  la  même  limite  e-^P'. 

La  série  (i),  étant  convergente  dans  les  deux  sens,  déliiiit  mio 
fonction  de  z.  Cette  fonction  est  monodrome,  puisc{ue  chaque 
terme  n'a  qu'une  valeur  pour  chaque  valeur  de  z.  Il  est  aisé  de 
voir  qu'elle  est  doublement  périodique.  D'abord,  chaque  terme 
reprenant  la  même  valeur,  quand  z  augmente  de  w,  la  fonclioi» 
admet  la  première  période  o).  Si  z  augmente  de  o/,  le  premier 
terme  devient  égal  au  second,  le  second  au  troisième,  etc.,  en 
an  mot  tous  les  termes  marchent  d'un  rang  vers  la  droite  \  puis- 
que la  série  est  convergente  dans  les  deux  sens,  la  somme  ne 
change  pas  ■.  ainsi  la  fonction  admet  la  seconde  période  w'. 

Le  premier  terme,  celui  ([ui  correspond  à  m  =^  o.  devieni 
infini  pour  les  deux  valeurs  z  =  a,  z  =  j3,  (|ue  Ton  peut  aug- 
uienterd'un  multiplequelconquedew;  le  ternie,  qui  correspond 
i\  m  =  —  I ,  devient  infini  pour  les  deux  valeurs  z  =  a  -j-  oV, 
z  =  (S  -4-  oV,  que  Ton  peut  augmenter  de  même  dun  multiple 
■quelconque  de  'o,  et  ainsi  de  suite.  La  fonction  admet  donc  les 
deux  infinis  z  ^  x.  z  ^,S. 

73.  11  reste  maintenant  à  faire  voir  que  la  fonction  est  mo- 
nogène. Nous  nous  servi iv)ns  pour  cela  d  un  lemme  que  nous 
allons  démontrer. 

Soit 

■une  fonction  définie  par  une  série  conveigeuic  ,  dont  eliaque 
terme  est  une  fonction  monodrome  et  mouogène  de  la  va- 
riable z  dans  une  certaine  portion  du  plan  ;  si  la  série 

<s  [z]  =  u'^  -\-  it\  -f-  «3  -H .  .  .  , 

obtenue  en  prenant  la  dérivée  de  chaque  terme,  cstcouxer 
génie,   clic  définit  une  fonction  9  (-;)  qui  est  la  dérivée  de  Ia 
fonction  proposée^  (z),  quelle  que  soit  la  direction  du  dépla- 
ccmcnî.  Supposons  quelon  intègre  depuis  a  jusqu  à  z,  le  Iodî; 
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d'une  ligne  comprise  dans  la  poilion  de  plan  considérée  ,  on 
aura 

Jfp  ( z )  f/z  =:    I       u'^  dz  -\-     I       u\  ch  -\-  .  .  .  ; 
!  Ja  J  a 

puisque  «„  est  la  dérivée  de  la  fonction  monodrome  et  mono- 
gène  //o7  on  a 

/       «■  r/i  =  //„—(«„}„, 

du 

et  de  même  pour  les  autres  teignes  ;  on  a  donc 


[ 


[z)dz.=f[z)^f[a) 


Imaginons  que  z  se  déplace  d'une  quantité  très-petite  dans  une 
direction  quelconque,  il  viendra 

d'où 

li'"^^!^  =  ?(-). 

Ainsi  la  fonction  f  {z)  admet  pour  dérivée  9(-z),  quelle  cjue 
soit  la  direction  du  déplacement-,  c'est  donc  une  fonction  nio- 
nogène. 

Revenons  maintenant  à  la  série  (i)  ;  en  prenant  la  dérivée  de 
chaque  terme  on  forme  la  nouvelle  série 

'»~-^  sin —    Z ^-hww' 


m  —  —rr       ces 1  Z ~  -+-  ni  w       —  COSTt  ^'- 

-    L  w    \  2  J  w        J 

convergente  comme  la  première.  Car,  si  /m  est  très-grand  posi- 
tif, le  terme  général  s'écrira 


+  s    -■• 


£  étant  irès-petit  ;  la  racine  ni"""'  aura  pour  limite  e^^P',  dont 
]<'  module  f,'""^'^^  est  moindre  rpic  1  unité  ;  donc  la  série  (2)  est 


PROPniÛïliS    GÉN.     DES     I  ONCTIONS     DOV'DI..     TKIVIODIQ'  ''^-      ^J 

convergente.  En  verlu  du  piliicipo  (jiie  nous  avons  élabli,  la 
lonclion  <|)  [z)  qu'elle  définit,  est  la  dérivée  de  fonetion  J  (  z), 
quelle  que  soit  la  direction  du  déplacement^  ceci  prouve  (|ue 
la  fonction/  (z)  est  monogène. 

7i.  En  résximé,  la  série  (i)  délinil  une  fouctiony  (z)  dou- 
Menieut  périodique,  monodrome  et  monogène,  admettant  les 
deux  périodes  données  w  et  w'.  et  les  deux  inlinis  donnés  oc 
et  (3. 

La  fonction 

A[/(z)-/(«)] 

sera  aussi  doublement  périodique,  aux  mêmes  périodes  o)  el  w'-, 
elle  admettra  les  mêmes  infinis  ce  cl  [6  :  elle  admet  de  plus  le  zéro 
donné  «,  et  par  suite  lui  second  zéro  b,  tel  que  a  -f-  [3  ^  «  H-  h. 
Il  y  a  encore  un  facteur  A  arbitraire  que  l'on  pourra  détermi- 
ner par  la  condition  que  la  fonction  prenne  une  valeur  donnée 
pour  une  valeur  donnée  de  z. 

A  l'aide  d'une  fonction  doublement  périodique  /  (z)  du  se- 
cond ordre,  telle  que  t  elle  que  nous  venons  de  former,  il  esl 
facile  d'obtenir  une  autre  fonction  doublement  périodique  du 
second  ordre  cp  (s),  ayant  les  mêmes  périodes  ro  et  w',  mais 
d'autres  infinis  a',  jS',  et  d'autres  zéros  a',  b  . 

Considérons  en  elTet  l'expression 

le  numérateur  devient  infini  pour  les  deux  valeurs  z  =a  —  d  el 
z  =  |5  — 9,  dont  la  somme  est  y.  -\-  [ù —  2 5;  mais,  comme  le  dé- 
nominateur admet  aussi  ces  deux  infinis,  la  fraction  conserve 
une  valeur  finie.  Les  deuxvaleurs  z  =  a',  z  =  x-j-  ,3  —  26  —  a', 
annulant  le  dénominateur,  rendent  infinie  la  fraction  ;  si  don<; 
on  pose 

a  -h  8  —  2  9  —  z'  =:   S', 

d'où 

■  2  2 

la  fraction  admctjra  les  deux  infinis  simples  %'  et  ,6'.  Le  nnnio- 
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râleur  devient  nul  pour  z  =  a'  et  aussi   pour  :;  rrr  //,  à  cause 

de  la  relation  a'  -\-  [6'  =  a!  -{-  h' . 

75.  Théorème  VI.  —  //  existe  une  fonction  doublement 
périodique,  mono  dr  orne  et  mono  gène,  d'ordre  n,  ayant  deux 
périodes  données  w  et  w! ,  n  infinis  donnes  a^,  a.,,...,  a„  et 
n  zéros  donnés  «,,  a, ,  •  •  ■ .  «,,,  satisfaisant  à  la  condition 

(4)  a,  +  a,  +  .  .  .  4-  a„^  r/,  4-  rt;  -t~  .  .  .  -t-  a„. 

Nous  pouvons  former  d'abord  une  fonction  doublement 
périodique  du  second  ordre,  aux  périodes  w  et  w',  admettant 
les  deux  infinis  «j,  a^,  le  zéro  «,  et  un  second  zéro  a!^ ,  tel  que 
la  relation  «j  -f-  aa  =  rt,  -f-  «,  soit  vérifiée  ;  désignons  cette 
fonction  par  (a,,  a.,,  aj,  «,).  Formons  ensuite  une  deuxième 
fonction  aux  mêmes  périodes  oj  et  w',  admettant  les  deux  infinis 
rt',,  «3,  le  zéro  «95  et  un  second  zéro  a'^ ,  tel  que  a',  -\-az^=a.2-{-d^, 
et  ainsi  de  suite  ;  enfin  une  dernière  fonction  admettant  les 
deux  infinis  a'„_2,  «„,  le  zéro  «„_,,  et  un  second  zéro  ^/„_i,  tel 
que  rtî,_2  H-  a„=  «„_i  4-  «„_!.  Considérons  le  produit  de  toutes 
«es  fonctions 

(5)     j  F(z)=A.(a,,  a,,  .-/,,  rt',)  X  («', ,  «o,  «■.,«',)  X  («j,a>,  «„rt!'3)X--- 

ce  sera  aussi  une  fonction  doublement  périodique,  aux  périodes 
r.)  et  w',  La  valeur  s  =  a'^ ,  annulant  le  premier  facteur,  et  ren- 
dant infini  le  second,  n'est  ni  un  zéro,  ni  un  infini;  de  niême 
la  valeur  z  z=  d^^  qui  annule  le  second  fadeur  et  rend  infini  le 
troisième,  etc.  Airisl  la  fonction  F(r)  admet  les  «  infinis  don- 
nés aj,  «2,...,  a„,  et  les  n  zéros  <7],  z^/,,.  ..,«„_,,  «7'„_i.  Si  Ion 
Tjoulc  les  rclalions 

a,  -{-  c/.,  =r  (7|  4-  n\  , 

n'    4-  «.  irrr  a-.  4-  fi.,. 


il  vient 

«,4-  M.  4-  .  ,  ,  4-  a,,-   «x  4-  ";+  •  •  .  4-  "fl-i  -t-  <i, 


l'iiuiMuiVn':^  (;l:k.  uks  ioinctios  ijoubl.  i'Éiwodiqles.  8j) 
Kii  VLTlu  cle  la  relation  (4),  on  a  «'„_,  ^  r/„.  La  lonclion  F  (s) 
adnicl  (lon<-  aussi  les  n  zéros  donnés. 

Il  résulte  d'ailleurs  du  tbéorèmc  V  (39),  que  deux  fonc- 
tions doublement  périodiques,  qui  admettent  dans  un  parallé- 
logramme les  mêmes  infinis  et  les  mêmes  zéros,  sont  égales  à 
un  facteur  constant  près.  La  fonction  F(z)  que  nous  vcjions  de 
former,  et  «jui  contient  le  facteur  arbitraire  A,  est  la  seule  ((ui 
satisfasse  aux  conditions  énoncées. 

Les  fonctions  du  sccoikI  ordie  qui  entrent  dans  la  conq)Osi- 
tion  de  la  fonction  F  (2),  ayant  toutes  les  mêmes  périodes, 
peuvent  être  exprimées,  comme  nous  l'avons  dit,  au  moyen 
d'une  même  fonctiondu  second  ordre/" (z)  aux  mêmes  périodes, 
et  l'on  aura 

en  posant 

a  ^-  Ê         a,  -h  a,  a,  —  a,  a^  —  a, 


7(5.  Théouî-me  vil  —  Deux  foncdons  doublement  pério- 
diques, nionodi  onics  et  nionogi'iies,  d' ordre  fini,  et  dont  les 
parallêlo grammes  élémentaires ,  formés  d'une  manière  con- 
venable, sont  des  parties  aliquotes  d'un  même  parallélo- 
gramme, sont  Jonctions  algébriques  Vunc  de  l'autre. 

Soient  u  et  v  deux  fonctions  de  z  doublement  périodiques, 
monodromcs  et  mono2;ènes,  d'ordres  n  et  n' ,  et  dont  les  paral- 
lélogrammes élémentaires  sont  contenus  j)  fois  et//  fois  dans 
un  même  grand  parallélogramme.  A  une  même  valeur  de  u 
correspondent  dans  cbaque  grand  parallélogramme  np  va- 
leurs de  z  \  les  points  homologues  dans  les  divers  parallélo- 
grammes donnant  une  seule  valeur  de  v^  il  eu  résulte  qu'à  une 
valeur  de  u  eoricspoiidcnl  np  valeurs  de  v.  De  même,  à 
une  valeur  de-  v  correspondent  //'//  valeurs  de  u.  On  en  conclut 
([ue  les  deux  fondions  //  (H  i'  sont  liées  enlie  elles  par  une 
écjuation  algébrique  enliêie,  du  degrc'  ///''  |)ar  ra])j)ort  à  f/,  et 
du  drgr(''  ///'   par  !a]>j>orl  à  e. 


CJO  LI\  lîE    ir. 

77.  Corollaire  I. — Appliquons  ce  ihéorème  à  la  recherclic 
de  la  relation  qui  existe  entre  la  lonction  doublement  pério- 
dique u=f[z)  et  sa  dérivée  u'  =f  [z).  La  dérivée  est  une 
fonction  doublement  périodique  avant  les  mêmes  périodes  que 
la  fonction  proposée.  Elle  admet  les  mêmes  infinis,  le  degré 
de  chacun  deux  étant  élevé  d'une  unité;  si  donc  on  désigne 
par  n  l'ordre  de  la  fonction  «,  Tordre  n'  de  la  fonction  u'  sera 
au  moins  égal  k  ii  -\-  i  et  au  plus  égal  à  -m.  Ainsi  la  fonction 
u  et  sa  dérivée  u'  sont  liées  par  una- équation  algébrique  en- 
tière ,  du  degrc'  n  par  rapport  à  u' .  et  du  degré  n'  par  rapport 
à  u. 

Soit 
(  7  )  U„  II'"  -h  U,  u'"-'  +  U,  «'«--  -I- . . .  -4-  U„  =  o 

celte  équation  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes de  II.  La  fonction  //  ne  devenanl  infinie  pour  aucune  va- 
leur finie  de  u  ,  le  premier  coefficient  Uo  est  égal  à  lunilé.  A  une 
même  valeur  de  u  correspondent  n  valeurs  de  z  dont  la  somme 

est  constante  (71  ),  et,  par  suite.  //  \  aleurs  de  —-  ou  de  —  dont  la 
\      '  ■      ■  ^  (1(1  II 

somme  est  imlle;  il  en  résulte  que  l'avant-dernicr  coefficient 

U„_j  est  égal  à  zéro. 

Cette   liaison    algébrique    entre    une    fonction   doublement 

périodique   quelconque    et    sa   dérivée   a    été    remarquée   par 

M.  Méray,  élève  de  l'Ecole  Normale. 

78.  Corollaire  IL  —  Les  fonctions  doublement  périodiques 
les  plus  simples  sont  celles  du  second  ordre.  Dans  ce  cas  Té- 
quation  (7)  se  réduit  ta 

(8)  '/'-h  U...=  o, 

Ua  étant  un  polynôme  en  «  du  troisième  ou  du  quatrième  de- 
gré. Ainsi  toute  fonction  doublement  périodique  du  second 
ordie  satisfait  à  une  équation  différentielle  du  genre  de  celles 
([ue  nous  avons  étudiées  dans  le  chapitre  précédent. 

Il  V  a  deux  cas  à  distinguer  :  i".  Lorsque  la  fonction  u=^f[z) 
a  deux  infinis  simples  a  et  ^3,  dont  nous  désignerons  la  somme 
|iar  A-,  la  ilérivéc  ii\  ayant  deux  inliiiis  r]ouMes,  est  nne  fonc- 
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lion  doubletnfiil  péiioditjuc  «lu  qualiièmi'  ordre,  el  U:  [>oly- 
iiôincUï  est  du  ([uatrièine  degré.  Il  est  facile  de  former  ce  po- 
lynôme ;  la  fonction  n  reprenant  la  môme  valeur  dans  chaque 
parallélogramme  pour  deux  valeurs  de  z,  dont  la  somme  est 
égale  à  la  quantité  s  augmentée  de  multiples  des  périodes,  on  a 


et,  par  suite, 


Si  l'on  fait  z 


f[z)=f{s-z), 
/'(z)=-/'(.v-zl 


■5  il  vient 


■/'    r 


ce  (|ui  ne  peur  avoir  lieu  que  si  y  M- )  est  nulle  ou  iiitiiiie^ 
mais/'  (-|  n'est  pas  Intinie  ,  puisque  -  dillère  des  deux  iidi- 
nir.  a  et  ji  ;  donc  /'  I  -  ]  =z  o.    Si  Ton  remplace  z  par  chacune 


tles  valeurs  — | ,  — | ,  - 

".  ■?.      2  2       2 


^(^-i)=-^'(ï-i 


1  on  a  de  nièiue 


/'    r 


/' 


=  -^'(ï 


=  -^"li  +  i 


\  2  2  "12  2  / 


/'(;^"-^)="- 


Ainsi  la  fonction  u!  admet  les  quatre  zéros  - 


2        2 


4- 


On  a  donc 


b)„'==A[„-/(i)][„-/-(i+^V|[„^/(i+£); 


«-/(5+ 


W    -f-   M 


2".  Lorsque  la  fonction  //  admet  un  infini  double  a,  la  déri- 
vée II,  ayant  un  infini  triple,  est  du  troisième  ordre,  et  le  poly- 
nôme U,  du  troisième  degré,  La  somme  constante  s  étant  égale 
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a  2a,    la  foiiclion    a    ailniet    les   liois   zéi  os  a  H •>    a -\- 

«  -I-  f-j'  ,, 

a  H 5  et  1  on  a 


(lo)  ii'-=zk. 


"-/(-î)][«-/(-7)]["-/(-"4^)]- 

Chacun  des  facteurs  cjui  composent  les  expressions  (9)  et  (10} 
admet  un  zéro  double. 

78.  Théorème  VIII.  —  Une  fonction  doublement  pério- 
dique, de  /ordre  n,  s'exprime  rationnellement  au  moyen 
d'une  jonction  du  second  ordre  aux  mêmes  périodes,  et  de 
sa  dérivée. 

Proposons-nous  maintenant  d'exprimer  une  fonction  dou- 
blement périodique  i^,  de  l'ordre  //,  au  moyen  dune  fonction 
doublement  périodicjue  u  du  second  ordre,  à  deux  infinis  sim- 
ples a  et  .6,  et  aux  mêmes  périodes.  Les  deux  fonctions  sont 
liées  par  une  équation 

(11)  L<'=  —  oM.'+ P  =  o, 

du  second  deyré  par  rapport  à  i'  et  du  degré  n  par  rapjiort  à  u. 

Si  1  on  pose 

M  +  (V 

celte  équation  devient 

(12)  (v-_(M^^  — LP)=-- o. 

La  fonctiojj  w  est  une  fonction  monodrome  d(Uiblrment  pério- 
dique par  rapport  à  z,  comme  la  fonction  n.  A  chaque  valeur 
de  u  correspondent,  dans  un  même  parallélogranune,  deux  va- 
leurs Si  et  z^  de  z,  lesquelles  donnent  pour  u'  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires ,  ci  de  même  pour  u'.  Ainsi  le  quo- 
tient—est  monodrome  par  rapport  h  u.  INous  avons  vu  que  la 

,  .  ,       ,  ,  ,  i     s  oj    .V  (o       s  M-t-W 

jonction  //   admet  les  quatre  zéros  ->  — | — »  — | 1  — I : 

^  0      2  2     2  2       2  2 

Kl  fonction  w  admet  aussi  ces  quatre  zéros.  D  un  auiic  (ôlc, 
i'iVpiatifin  (  I '.' )  av<''ni  son  premier  cocflicicnl  égal  h  1  uniîé,  la 
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loiN  (ion  H'  110  dcviciil  inlinic  pour   aucuiic  valeur  finie  de  //. 

Le  (Miolient  —■,  inoiioilrome  par  rapporta  u  et  nedeveiiaiil  iii- 

liiii  pour  aueime  valeur  iii)le  de  «,  est  doue  une  fonction  entière 
de  u  (n°4())^  cette  fonction  est  du  degré  n  —  '.i.  Si  nous  la 
désignons  par  N,  nous  aurons  la  formule 

(i3)  <'= , 

dans  larjuelle  L,  M,  N  représentent  des  polynômes  entiers 
en  u\  les  deux  premiers  du  degré  n  au  plus,  le  troisième  du 
degré  n  —  2. 

Cette  proposition  très-imj)ortante  est  due  à  M.  Liouville, 
(|ui  l'a  démontrée  par  d'autres  considérations. 

79.  Remarques. — Le  dénominateur  L  de  l'expression  (i3)  est 
en  général  du  degré  n  ;  il  sera  nul  pour  n  valeurs  de  «,  et^  par 
suite,  pour  Q.n  valeurs  de  z  dans  chaque  parallélogramme. 
Parmi  ces  2«  zéros  du  dénominateur,  n  sont  les  infinis  de  la 
fonction  t',  ji  annulent  aussi  le  numérateur,  et  par  consécjuent 
se  détruisent.  Le  numérateur  admet  aussi  in  zéros,  savoir  les 
n  dont  nous  venons  de  parler  et  qui  lui  sont  communs  avec  le 
dénominateur,  et,  en  outre,  les  n  zéros  delà  fonction  t^. 

Si  w  est  pair,  et  que,  déplus,  les  infinis  delafonction  p',  grou- 
pés deux  à  deux  d'une  manière  convenable,  présentent  une 
sonune  constante  et  égale  à  la  somme  s  des  deux  infinis  de  la 
fonction  // ,  Il  est  clair  que  le  dénominateur  L  se  réduira  au 

degré  -;  car  les  deux  zéros  de  chacun  des  facteurs  du  dénomi- 

nateur  seront  des  infinis  de  la  fonction  v. 

80.  Désignons  pary(2;)  la  fonction  u  et  par  F  (2)  la  fonc- 
tion V.  Nous  savons  que 

d  OÙ 

f'[s-z)  =  -f'[z). 

Si,  dans  l'expression 

1'  \Z  I  — 4 
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on  remplace  z  par  s  —  z,  il  vient 

M~N/'(3) 


F(.-z)=  ^ 

Supposons  (jue  la  fonction  F  (z)  jouisse  de  la  même  propriété 
c|ue  la  fonction  /{z),  c'est-à-dire  cpie  F  [s  —  2)  =  F  (z),  la 
comparaison  des  équations  précédentes  monlre  cpie  N  =  o; 
dans  ce  cas,  on  a 

F(.)  =  -, 

et  la  fonction  v  est  rationnelle  en  //. 

Supposons  au  contraire  ¥  [s  —  z)  = —  F  (z)  ;  dans  ce  cas  , 
on  a  M  =  o,  et 

Ces  dernières  remarques  ont  été  faites  par  M.  Liouville. 

81.  Théorème  IX. — Lorsqu'une  joiictioti  nionodrome  et 
inonogène  a  ses  injïnis  et  ses  zéros  disposés  par  groupes  égaux 
et  équidistants  suivant  deux  directions  différentes^  et  que ^ 
dans  chaque  groupe^  le  nombre  des  zéros  est  le  même  que 
celui  des  infinis,  et  la  somme  des  zéros  la  même  que  celle  des 
infinis,  la  fonction  est  doublement  périodique. 

Nous  avons  fait  voir  (n°  75)  comment,  avec  une  fonction 
monodrome  doublement  périodiquey^(5)  à  deux  infinis,  on  peut 
former  une  fonction  doublement  périodique  F(z),  ayant  les 
mêmes  périodes,  un  nombre  cpielconque  d'infinis  et  un  pareil 
nombre  de  zéros  donnés,  pouivu  que  la  somme  des  zéros  égale 
celle  des  infinis. 

Il  existe  donc  une  fonction  doublement  périodique  F(z) 
ayant  les  infinis  et  les  zéros  de  la  fonction  proposée-,  le  rap- 
port de  ces  deux  fonctions  étant  constant,  on  en  conclut  cjue 
la  fonction  proposée  est  elle-même   doublement    périodique. 
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82.  Dans  le  livre  préeédent,  nous  avons  indicjué  une  méthode 
pour  étudier  les  fonctions  délinies  par  les  éijuations  différen- 
tielles; en  appli([uant  eelte  mélhode,  nous  avons  vu  que  l'é- 
([uation  différentielle 


—  =  \Ig  (  u  —  a)  [u  —  b)  [il  —  c){u  —  d) 
dz 

engendre  une  fonelion  uionodrome  doublemeul  périodique  du 
second  ordre. 

On  donne  le  nom  de  Jonction  rllipiiquc  à  îa  fonction  défi- 
nie par  l'équation  différentielle 

du. 


dans  laquelle  g  et  A  sont  deux  paramètres  arbitraires.  On 
suppose  qiie  pour  z  =  o  \a  fonelion  a  la  valeur  initiale  u  =  o, 
et  le  radical  la  valeur  -f-i.  jNous  désignerons  par  la  lettie  A 
la  fonction  monodrome  doublement  périodique  du  second 
ordre  définie  par  cette  équation,  et,  pour  abréger,  nous  repré- 
senterons le  radical  par  Au. 

83.  l^a  forme  particulière  du  polynôme  du  quatrième  degré 
placé  sous  le  radical  donne  à  la  fonction  elliptique  certaines 
propriétés  remarquables  c[ue  nous  allons  éuumérer. 

On  voit  d'abord  (jue  la   fonction  /  est  impaire;  car  si  l'on 
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tau  varier  /<  dans  deux  dircolions  opposées,  riiiléyrale  déCiiii*^ 

__.   r  "    du 

Jo       g  ^  " 

acquiert  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  ;  on  a  donc 

(0  *'  .     ■':    .  M—  2)  =  -A(2)- 

81.   J.es  quatre  racines  du  polynôme  placé  sous  le  radical 

sont  -l-i,  —  1,-1-,  — -; 

A  ri 

à  ces  racines  correspondent 
les  quatre  points  a,  b^  c,  d 
[Jig-  I  7  ).  Les  deux  périodes 
sonto)=A — C  et  o/=B — A. 
Puisque  C  =  — A,  on  a 


.2  A 


Jo       g^ 


celte  intégrale  étant  prise  suivant  le  cliemin  rectiligne  O  a. 

Pour  évaluer  la  seconde  période  fù'=  R  —  A,  il  faut  parcou- 
rir successivement  les  deux  contours  (B)  -+-  (A).  Ce  double 
conlour  équivaut  en  signe  contraire  au  contour  fermé 

Oa'  a"  rt,  /^  b'  h"  b^  «,  n'  O  ; 

à  cause  des  deux  changements  de  signe,  le  radical  reprend  en 
rt'  la  mèuic  valeur,  de  sorte  que  les  deux  portions  rcctilignes 
O  rt'et  rt'O  se  détruisent;  l'intégrale  se  réduit  à  la  droite  a^  ^i, 
parcourue  dans  un  sens  et  dans  T autre  avec  des  signes  con- 
traires ;  on  a  donc 


f,/  =  —  2    1 


celte  intégrale  étant  prise  suivant  le  cbemin  rectiligne  ah. 

85.   Les  deux  valeurs  de  z  qui,  dans  chaque  parallélogramme, 
correspondent   à  une  même  valeur  de  «  sont,  abstraction  faite 

des  périodes,  s  cl  A  —  z,  ou  -  —  z,   dont  la  somme  est  con- 
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slauto  el  éeale  à  -•  On   en  déduil  criic  rclalioii 
cl,  })ar  siiile, 

(2)  A^^-l-    z)    =    -    •/.  (Z). 

La  fonction  admet  les  deux  zéros  simples  z  .z^  o,  ^  =  -•   On   a 

2 

aussi  ^(7)  =1.    pnisquVn  faisant  variei'  //  dr  o  à  i  en  ligne 

droite,  l'intégrale  définie  z  aequierl  la  valeiiry  On  voit  par  là 

que,  relativement  <à  la  première  période  w,  la  fonetion  ?i  (z) 
jouit  de  propriétés  analogues  à  celles  de  la  fonction  simplement 

périodique  sin 

86.  Claerchons  maintenant  les  deux  infinis.  Supposons  que 
la  variable  u^  partant  de  u  s=  o,  s'éloigne  à  l'infini  suivant  un 
chemin  quelconque,  on  obtiendra  une  valeur  finie  de  z  , 


Pos 


I  —  A-  H  - 

il  vient 


Or,  rien  n  empêche  de  supposer  le  chcjuin  suivi  parla  varia- 
ble Il  tel  que  le  chemin  correspondant  suivi  par  la  variable  u' 

soit  rectilignei  on  a  donc   y.  =  —    U.n  second  chemin   allant 

2 

e    ?f  =  o    a    /<  =  oo  donnera oc.  c  est-a-dn^e  -  —  —  ou 

2  22 

f.cs   antres  chemins  conduisent  aux  mêmes   valeurs. 


w  w 

-H 

2  2 
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augnicnlées  ou   diinliiuées  de  multiples  des  périodes.  Ainsi, 

Fig.   i<s.  dans  chaque  parallélogramme,  la 

/  .  ,  ,    fonction  À  (2)  admet  les  deux  in- 


" r • 1 • f~ 

i     X     l     X     à     X     i  ^-^   figure  (18)  indique    la  dis- 

i — • — / — • — ♦ — • — -4 —     tribuiioi)  des   zéros  et  des  infini; 


-♦ — • — -f —     tribuiioi)  des   zéros  et  des  infinis 
'  dans  le  plan  relatif  à  la  variable  z  \ 

les  points  ronds  se  rapportent  aux  zéros,  les  étoiles  aux  infinis. 

87.   Posons 


OJ  ,  1 

2  h  V 


la  nouvelle  fonction  p"  satisfait  à  l'équation  dillérenlielle 


dv 


(2)  __  =  _^v/(,  _,.)(,  _/..,-'), 

et  s'évanouit  pour  z' z=  o,   la  valeur  initiale  du  radical  pou» 
z'  =  o  étant  q=  i .  On  a  donc 


suivant  le  signe  du  radical,  ce  cjui  donne  la  relaliou 

>. 


k\[z') 
Si.dans  celte  relation  on  fait 

w 

il  vient 

Il  est  facile  de  déterminer  le  signe;  on  sait([U  à  la  valeur  «/=  -j' 

par  linlégration  rectiligne  suivant  Ob,  correspond  la   valeur 
B        &)        w 


-  =  -7  H .  on  a  donc 

2        4        2 


w  &)    \  1 
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ce  qui  nous  ;ij)prtMKl    (jlic  dans  l'équalioii  (2)   le  radical  a  la 

valeur  initiale  — 1,  cl  nar  suilc  la  dérivée— —    la   valeur    iiii- 
'  (Iz 

lialc-l-  I.  On  cil  conclut  la  relation  iniporlante 

(3) 


qui  n'a  pas  son  analogue  dans  le  sinus,  mais  dans  la  tangente. 

88.  En  résumant  ce  qui  précède,  on  voit  que  la  fonction  el- 
liptique, définie  par  l'équation  (i),  est  une  fonction  mono- 
drome  doublement  périodique  impaire,  ayant  pour  périodes 


du 

e  A  « 


r  r  ^"        '  c 

Jo      éT  -^  "  J, 

Elle  admet  dans  chaque  parallélogramme  deux  zéros  z  =  o, 

w  j  .     ^     .       .         ,  w  w  -j-  w'  , , 

z=z  -1  et  deux  inlinis  simples  z  =  — ,  z  = :    elle  passe 

2  ^22^ 

deux  fois  par  chaque  valeur,  et  les  deux  valeurs  de  z,  qui  corres- 
pondent à  une  même  valeur  de  la  fonction,  présentent  une  somme 

constante  et  égale  à  -•  Elle  jouit  des  piopriétés  suivantes  :, 

'(^"^ ')  =  "■'■<'''  '(t+0  =  ïi|i)- 

On  a  d  ailleurs 

"         i 


89.  On  peut  obtenir  ces  résultats  d'une  autre  manière. 
Désignons  par  w  et  w',  non  plus  les  deux  périodes  considérées 
précédemment,  mais  deux  périodes  formant  un  parallélo- 
gramme élémentaire  quelconque.  Si  dans  léqnaiion 

l{z)  =  -l{-z),     . 

on  renii)laçe  la  variable  par  lune  des  valeurs  o,  -•,—■> -, 

^  222 

on  a 
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ce  (jui  moulre  (^ue  ces  quatre  valeurs  rendent  la  fonction  X 
nulle  on  infinie.  Comme  la  fonction  s'évanouit  avec  lavariable, 
z  =o  sera  un  premier  zéro  ^   nous  pouvons  admettre   que  le 

second  zéro  est-?  ce  qui  revient  à  appeler  première  période  le 
double  du  second  zéro  ;   car  si  le  second  zéro  était ?  rien 

2 

n'empêcherait  de  changer  de  périodes,  et  de  prendre  pour  pé- 
riodes nouvelles  ri>i  =  w  -|-  œ',  w',  =  w'.  Les  deux  infinis  seront 

alors  —  ei  • 


La  somme   constante  des  deux  valeurs  de  z  qui,  dans  un 
même  parallélogramme,  correspondent  à  une  même  valeur  de 

la  lonction,  étant  u  i  -■,  on  a 


On  en  déduit 


et,  par  suite, 


-_.)=-i'(z), 


J.a  fonction  paire   ^'(z)  admet   donc  les  quatre  zéros  ±  y  ■> 
Mais  on  voit  sur  l'équation  différentielle  (i)  que 


4        2 
la  dérivée  s'annule  quand   la  fonction  1  est  égale  à  ±  i  ou  à 

±  -•  On  peut  toujours  supposer 


4/  \4 


car,  SI  1  on  a\ait,  au  contraiie. 


ii^v   'U"*'  = 


il  sullirail  de  changer  les  j)ériodes  et  de  [prendre  pour  péiiodes 
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uouYcIk's  'Ji^=z ')) -\- -1 'ti' ,  (j) ^  =  (j)\  ce  (|ui    ne   chai)f;exait  ricii 
trailleurs  à  la  disposition  des  zéros  et  des  infinis. 

Les  infinis  de  lu  fonction  X  [z)  étant  lespectivement  égaux 

aux  zéros,  augmentes  de  la  quantité  constante  —  •,  on  voit  (|Ur 

les  valeurs  de  z,  qui  rendent  la  fonction  /  1 1"  ^  )   infinie, 

sont  celles  qui  annulent  À  [z).  et  réciproquement.  Les  deux 

fonctions  X h  ^^  I  '  ^-tt'    ayant   les   mêmes    zéros   et   les 

mêmes  infinis,  sont  dans  u^n  rapport  constant;  on  a  donc 

Si  Ton  fait  z  ;=  75  il  vient  A  =  75   et    Ion    obtient    ainsi    la 
4  ^ 

relation 

! 


:\    -4-2    =  ,-  ,   , 

*J0.  11  importe  de  remarcjuer  la  manière  dont  on  a  choisi  les 
périodes  de  la  fonction  elliptique  À  (z).  On  n'a  pas  pris  un 
parallélogramme  élémentaire  quelconque,  mais  un  paiallélo- 
gramnie  tel  que  1  on  ait 

Les  propriétés  que  nous  avons  déniontré(;s  se  rapportent  à  (e 
système  particulier  de  périodes,  auxquelles  nous  donnerons, 
pour  les  distinguer  des  autres,  le  nom  de  périodes  elliptiques. 
Toutefois,  à  une  même  fonction  X  (s  )  correspondent  une  infi- 
nitéde  systèmes  de  périodes  elliptiques  données  parles  formules 

tài  ■=:  [^  m  -\-  i)  (li  ■+-  ^  n  'W , 
w',  =  2  m' w  -h  (  2  «'  -j-  1  )  w' , 

dans  lesquelles  //<,  «,  /?*',  n'  désignent  des  nombres  entiers  as- 
sujettis à  la  relation 

{4  w  -h  1}  (2  «'  +  i)  —  8  nni   =  dz  I , 
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relation  (|U0  Ton  peut  iiicHre  sous  la  forme 

4  w  -!-  t  z 


(4  f"  + 1)«' 


On  peut  prendre  à  volonté  les  deux  nombres  m  et  «,  pourvu 
que  les  deux  nombres  4  '"  -h  i  et  n  soient  premiers  entre  eux  ; 
l'équation  précédente  indéterminée  admettra  une  infinité  do 
solutions  entières  des  inconnues  ni'  et  //. 

Le  signe  de  la  première  période  w  est  déterminé  par  la  con- 


dition À  I  -     =:  -|-  I,  mais  celui  de  la  seconde  période  w'  reste 
arbitraire. 

91.  L  équation  (i),  par  laquelle  nous  avons  délini  la  fonc- 
tion /,  renferme  deux  paramètres  arbitraires  g  et  Â,  et  l'on  con- 
çoit cjue  les  deux  périodes  w  et  w',  qui  s'en  déduisent,  puissent 
recevoir  toutes  les  valeurs  possibles  ;  nous  désignerons  cette 
fonction  par  le  signe  1  {^i  gi  ^)-  indiquant  ainsi  les  deux  pa- 
ramètres g  et  fi,  dont  elle  dépend. 

Mais  on  peut  ramener  la  question  au  cas  où^=  i  ;  1  équa- 
tion dilîérentielle 


(3)  _=v'(>-«^](<-^-^v-j 

ne  renferme  plus  alors  qu  un  seul  paramètre  A,  auquel  on 
donne  le  nom  de  module  ;  la  fonction  elliptique  qu'elle  définit 
sera  représentée  par  le  symbole  1  {2,1,  A),  ou  plus  simplement 
/  {z,  A"),  en  sous-entendant  le  premier  paramètre  qui  est  égal 
h  1  niiilé.  f/équation  (1)  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

du 


=  V^(i— «^)(i  — X-2k=), 


on  voit  que 

Si  1  on  appelle  c)  cl  (x)'  les  deux  périodes  de  la  lonclion 
/(zjA),  celles  delà  fonction  A  [gz^  k)  seront  -et—:  ainsi 
quand  nii  change  la  valeur  du  parainèlre  i,-",  les  deux   périodes 
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varieiil  dans  le  mùiue  rapport.  Jl  k'suIic  de  l;i  (pie  la  valeur  du 
module  /.  ne  dépend  que  du  rapport  des  péiiodes;  après  avoir 
délerminé  ce  module  de  manière  que  le  rapport  des  périodes 
de  la  fonction  /  (z,  k)  ait  une  valeur  donnée,  il  sera  facile 
ensuite  de  choisir  le  paramètre  g  de  manière  que  la  fonclioi) 
A  {gz,  k  )  admette  deux  périodes  données. 

yï litre  définition  de  la  fonction  ).. 

92.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  cliapitie  IV  du 
livre  II  sur  lexistenoc  des  fonctions  doublement  périodiques, 
'.)n  peut  concevoir  la  fonction  ellipticpie  "^-{z).  non  plus  comme 
définie  par  une  équation  différentielle,  mais  comme  une  fonc- 
tion monodrome  et  nionogène  doublement  périodique  du  se- 
cond ordre  jouissant  de  propriétés  particulièies.  ZSous  savons 
(n°  72)  qu'il  existe  une  fonction  doublement  périodique  du 
second  ordre  ayant  deux  périodes  données,  deux  zéros  et  deux 
infinis  donnés,  pourvu  que  la  somme  des  infinis  égale  celle 
des  zéros;  nous  savons  aussi  que  cette  fonction  est  complète- 
ment déîerniinée  à  un  facteur  constant  près.  Que  l'on  imagine 
Une  fonction^  (:;)  du  second  ordre  aux  deux  périodes  w  et  o/, 

admettant  les  deux  zéros  o  et  -5  les  deux  infinis  —  et  ^^ , 


•2 


et  devenant  égale  à  F  uni  té  pour  z  =  -  (ce  qui  détermine   le 

facteur  constant)  ;    celte  fonction    sera    la    fonction    ellipti- 
que À. 

iNous  remarquons  d'abord  que  cette  fonction  est  impaiic: 
car  les  deux  fonctions /"(z),  f[ — z),  ayant  les  mêmes  zéros  et 
les  niomes  infinis,  sont  dans  un  rapport  constant:  on  a  donc 

/{-z]  =  C/{z), 


ou 


/(-^'^    ^fi^), 


i  Ton  fait  tendre  z  vers  zéro,  il  vient 

/'.;o)  =  —  C/'(o), 


d  où 
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et,  par  siilie, 

f[-z)  =  -f[z). 

11  en  résulte 

93.  Il  est  aisé  de  voir  eusuiie  qu'une  pareille  fonction  satis- 
fait bien  à  l'équation  différentielle  qui  nous  a  servi  à  définir 
la  fonction  X.  Nous  avons  démontré  en  effet  [n^  77)  que  toute 
fonction  doublement  périodicjue,  inonodrome  et  monogène  du 
second  ordre,  vérifie  1  équation  différentielle 

Ici,  la  somme.?  étant  égale  à  -  et  la  fonction  impaire,  on  at 


...  &J  -+-  w' 

/  -  -t- 


si   1  on  pose 
il  vieil l 

f>    . 

2  -j.         '  k 

et  1  é(pialiou  différentielle  se  léduit  à  la  forme 
II'-  =z  g[\  —  lû)  yi  —  k-  a-  ) , 

CHAPITRE    II 

DE  LA  FOKCTIOA  U. 


94'.   De  la  fonction  1  on  déduit  qiiel([ues  autres  fondions 
doublement  périodi<|ucs  du   .second   ordre.   L'une,  que  nous 


DF,     I.A     l'OACTlOJN     U. . 


désiijilcioiis  par  lu  lellie  a,  (.-st  'Joniicc  p;a'  1  équulioii  liiilc 


à  la(|ucllc  ou  joint  la  coiidillou  iiiilialc  iJ-{o)  =:  i . 

La  fonction  ^  n'est  pas  monodrome  par  rapport  à  ?. ,   mais 
elle  l'est  pai-  rapport  à  z.  En  effet,  c'est  dans  le  voisinage  des 

valeurs  z  =d2 -77    pour  lesquelles  ^  =  ±1,  qu'elle  pounail 

acqviérir  des  valeurs  multiples:  posons 

2  =  -  -+-  z', 

4 

nous  aurons,  en  développant  en  série  convorgcnlo   pour  les 
valeurs  suffisamment  petites  de  z\ 


À  (  -^  4-  s'  j  =  I  +  az'"-  +  hz"'  4-  ...  ; 
la  série  ne  contient  que  des  puissances  paiies  de  z\  puisque 


il  en  résulte,  en  substituant,  un  résultai  de  la  forme 

donc  la  fonction  y.  (s)   reste  monodrome  dans  le  \oisinage  de 
z  ■=  -•  Il    eu   est   de   même  dans    le    voisinage  de    la    valeur 

4 

M 
^=-4' 

La  foiutiou  pourrait  encore  cesser  d  être  monodronu',  quand 

-.      ,      .  •     r     •  •  1-  ^^'  w  H- w' 

A   devient   ininiie.   ce  (ini    ;i   luni    mnn    z  =z  —  on  z  =^ • 

'  ^  2  :>. 

Posons 


z  = h  z  ; 

il  \ient 
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la  fonction  ij.  devient  intinie  pour  z  ::=  —:  mais  elle  reste  ino- 

nodrome  autour  de  ce  point.  11  résulte  de  ià  que  la  fonction  u 
est  monodi^ome  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  z. 

9o.  La  fonction  y.  est  paire.  En  effet,  si  Ion  fait  marcher  s, 
à  partir  de  l'origine,  suivant  deux  lignes  opposées,  la  fonc- 
tion f-(^)  prendra  aux  points  correspondants  z  et —  z,  deux 
valeurs  égales,  ou  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires 5 
quand  z  parcourt  un  premier  élément  de  part  et  d'autre  de 
l'origine,  les  deux  valeurs  de  ^«.(2),  différant  très-peu  de 
[j.  (o)  ou  de  H-  I,  seront  de  même  signe,  et  par  conséquent  ri- 
goureusement égales  ^  il  en  sera  de  même  tout  le  long  des  deux 
courbes.  A  la  vérité,  le  raisonnement  serait  en  défaut  si  les 

courbes    passaient    par    les    points    z  =  it:ji  pour  lesquels 

a  (2  )  =  o  ;  mais  on  pourra  toujours  éviter  ces  points,  et,  comme 
la  fonction  est  monodromc,  la  conrlusion  est  générale.  On  a 
donc  la  relation 

(2)  y.{-z)  =  i,{z). 

90.  Cherchons  les  périodes  de  celte  fonction  :  nous  avons 
lrou\é 


donc 


^(4  +  ^')=^'v-^  +  B.'^ 


.^      T  +  -'       = 


\4  /  \4 

ce  (pii  donne  la  relation 


=  -P-I^ 


En  aioulanl  -  une  seconde  fois,  on  aura 
■'  2 


w  est  une  première  période. 

Nous  avons  irouNé  d  autre  pari 


V/-I+/'A^(3). 
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il    (Il   lOSllIl* 
OU 

(4) 


^^-■)=-(^=' 


z    =  —  y-  2 


(le  sorte  ((iio  0/  11  est  pas  ici  la  seconde  période,  coiiiiiie  [xhii 
la  foiiclloii  /.  iMais,  si  Ton  ajoule  -1  on  a 


f.^-  +  o/ 


■  \  — 


V 


—  y.      -  +  Z      =  u    Z 


la  seconde  période  est  — (-  w'. 

L'aire  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  périodes 

0) ,  — h  (*/  de  la  fonction  y.  est  égale  à  celle  du  parallélogramme 

construit  sur  les  deux  périodes  'ù  et  w'  de  la  Ibnclion  \.  En 
effet,  portons,  à  partir  de  rorigiiie,  deux  {[uantilés  géométri- 
ques Oa,  Oh  égales  respectivement  aux  deux  périodes  0;,  co', 
le  parallélogramme  relatif  à  la  fonction  X  sera  Oacb  {fig.  19). 

La  quantité  0/  -h  -  est  figurée  par  la  droite  od  qui  va  de  1  ori- 
gine au  milieu  d  de  hc ^ 
de  sorte  que  le  parallélo- 
gramme relatif  à  la  fonction 
a  est  O  aed.  Ces  deux  paral- 
lélogrammes ont  leurs  aires 
égales.  Ainsi  les  périodes  de 
la  fonction  p  partagent  le 
plan  en  parties  de  même 
grandeiu"  que  celles  de  la  fonriion  X,  mais  d'une  manière  diffé- 
rente. Si  Ton  a\ait  pris  2w'  pour  seconde  période  de  la  fonc- 
tion u,  on  aurait  eu  un  parallélogramme  deux  fois  trop  grand. 

97.    La  fonction  y.   admet  deux  zéros  el  deu\  iiilinis   dans 
chaque  parallélogramnie.   Les  deux  zéros  sont 
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les  deux  infinis  sont  (eux  de  la  foncliou  A  (z),  savoii- 


mais  ce  dernier,  par  la  soustraction  d'une  période  — (-  w',  peut 
s  écrire  z  = 

2 

Nous  avons  indiqué  sur  la  figure  les  zéros  de  la  fonction  p. 
par  des  points  ronds,  les  infinis  par  des  petites  croix.  Les  deux 

périodes  w  et  — h  w'  constituent  un  parallélogramme  élémen- 
taire, puisque  ce  parallélogramme  ne  renferme  que  deux 
infinis  et  deux  zéros.  En  résumé  la  fonction  p.,  définie  par 
Téquation  (i)  ,  est  une  fonction  monodrome  paire  double- 
ment  périodique    du  second    ordre;  elle  jouit  de  propriétés 

analogues  à  celles  de  la  fonciion  cos ■,  relativement  à  la  pre- 
mière période  w. 

Comme  on  a  y.  ( —  js  )  :^  p.  (z) ,  la  somme  des  deux  valeurs 
de  z  qui,  dans  chaque  parallélogramme,  donnent  la  même 
valeur  de  la  fonction  est  constante  et  égale  à  zéro,  en  négli-r 
géant  les  multiples  des  périodes. 

CHAPITRE  m. 

DE    LA    FONCTION    V. 


98.  Parmi  les  fonctions  doublement  périodiques  du  second 
ordre  c|ue  l'on  déduit  de  la  fonction  ? ,  nous  remarquerons 
encore  la  suivante,  que  nous  désignerons  par  la  lettre  v:  elle 
est  donnée  par  l'équation  finie 


(i)  -,[z)=s/i-/^-'\^{z), 

à  laquelle  ou  joint  la  condition  initiale  v  (o)  =  i. 

La  fonciion  v  pourrait   acquéi  ii'  des  valeurs  !nulti])l(!S  dans 

le    voisinage   des    \aleuis    z  =  ±  {  y  -^ )  ;   pour  lestiuellos 

\1         •'•  / 


-•  Posons 


UE  LA  I••o^xxIO^   v. 


4  2 


nous  auions 


A  I  7  -f-  —  +  z  I  = 


'■'U^'V 


on  en  déduit  un  lésiillal  do  la  forme 


ainsi  la  fonction  v  loste  nionodroine.  On  ado  même 


v|-  +  .-|=^-'+" 


2  I  ).(=') 

ce  ([ni  montre  que  la  fonction  v  reste  nionodrome  dans  le  voi- 
sinage des  valeurs  de  z  qui  rendent  1  infinie.  Ainsi  lafonction  v 
est  monodrome  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  z. 
99.   Il  est  évident  ((uc  cette  fonction  est  paire,  et  l'on  a 

(2)  v{—  z)='j{z\ 

De  c(!  qui  précède  on  déduit,  d'une  part, 

ou 


—  z    ], 


d'autre  pai  t, 


ou 

(4)  .,   („'H_3)=^-_.,(3). 

En  comparant  ces  deux  relations,  on  obtient 

(5)     ■■ 


I  lO 
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ce   cjui    doiiiic   une   première    période  -•    La  seronde  période 
est  2w'. 

A  partir   de   1  origine,  portons   comme  précédemment  les 
Fig.  20.  cjuantités    géométriques  O  «  et  OZ» 

égales  à  r>)  et  w',  et  prenons 

0/=  —      et     0^-=20^; 

le  parallélogramme  0/7;^  sera  le  pa- 
lallélogramme  élémentaire  de  la 
fonction  v  5  l'aire  de  ce  parallélo- 
gramme est  la  même  cjue  celle  du 
parallélogramme  Oach,  qui  se  rap- 
porte à  la  fonction  X. 
La  fonction  v  admet  dans  chaque  parallélogramme  les  deux 

zéros  z  :^  =n  i  -7  H )  et  les  deux  infinis  simples  z  =  ± 


\.4       ^  /  ^  ^ 

La  somme  des  deux  valeurs  de  z  qui.  dans  un  même  paraliélor 
gramme,  correspondent  à  une  même  valeur-  de  v,  est  égale  à 
zéro.  Nous  avons  marqué  sur  la  figure  les  zéros  et  les  infinis  de 
la  l'onction  v  iz). 


100.    On  a 


(6; 


4, 


V^i—  k'  =  h' , 


(;n  désignant  par  A'  celle  des  deux  \aleurs  du  radical  y'i  —  A' 
([ui  est  égale  A  v  (  7  )•  On  a  aussi 

Dans  tout  ce  qui  précède,  le  signe  de  la  seconde  période  m' est 
resté  arbitiairc-,  on  peut  toujours  choisir  ce  signe  de  manière 
à  avoir 

,     ,  /'td         w'\  k' i 

car 


.■^1 
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De  la  relation  X  ( 1-  ^  )  =   ,  ^  ,    ,   on  déduii 

?.         y      aa(z) 


')-/ 


.      v(z) 


(T  +  ^)  =  v/'-iïïï)  =  ±'' 


Il  faul  inctliclc  signe  —  dcNant  les  d(Mi\  expressions,   puis(|iic 
Il  en  lésulle  les  denx  relations  suivantes  : 


8)  M-  +  ^ 


2        /  /n{z) 

101.   On  appelle  valeurs  conipléinentaircs  de  la  variable  z 

deux  valeurs  dont  la  somme  est  égale  à  7-  II existedes relations 

4 
très-simples  entre  les  \  alours  des  fonctions  elliptiques  pour  des 
valeurs  complémentaires  de  la  variable. 

La  (onction  À  (  -^  —  z  |  est  paiic  et  se  réduit  à  Puni  lé  pour 
c  =  o;  ses  zéros  ±-7  sont  ceux  de  a  (z)  :  ses  infinis 
±  (  7  ^ )  sont  les  zéros  de  i'  (  z)  5  on  a  donc 


\4  /  v(z) 

Si  1  on  l'ail  z  =  o,  on  trouve  A  =  i ,  et  Ton  obtient  Jïinsi  la  re- 
lal 


a  lion 


/o  \   _  a(z) 


fio)  i   I   -7  —  2    ,    , 


La  fonction  p-  (  7  —  z\   est  impaire  :  elle  admet   les  mêmes 
zéros  (pic  la  foiiclicm  À  (s),  et  ses  infinis  sont  les  zéros  de  v  [z). 
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On  a  donc- 

Si  Ton  fait  r:  =  -j,  il  vient  H  =  A'  et  I  on  o])lient  la  soeonde  re- 

4 
lation 


V     z 


La   fonction  v  (  j  —  z  \  est  paire  5    ses  infinis  sont  les  zéros 
(le  V  (2)  et  réciproquement  ;  on  a  donc 

En  faisant  z  =  y?  on  trouve C  =  A',  et,  par  suite, 
4 

(.2) 


4     y    v(3) 

Quand  le  paramètre  A  se  rétluit  à  zéro,  la  fonction  X  de- 
vient un  sinus  et  la  fonction  p.  un  cosinus;  quant  à  la  fonc- 
tion V,  elle  devient  égale  à  l'unité.  Voilà  pourquoi,  outre  l'a- 
nalogie des  propriétés,  on  a  comparé  la  fonction  X  à  un  sinus, 
la  fonction  a  à  un  cosinus.  L'analogie  conduirait  aussi  à  cou- 

sidérer  comme  un   nouveau  sinus   la  fonction  a z  ]  ■>  et 

\4        / 


(ommeun  nouveau  cosinus  la  fonction  1  (  -  — z]-  Relative- 

ment  à  la  première  période  o),  ces  deux  fonctions  Jouissent  de 
propriétés  analogues  à  celles  du  sinus  et  du  cosinus.  La  pre- 
mière est  impaire  et  admet  les  deux  zéros   z  =:  o,  z  =  -;  la 
*  2 

seconde  est  paire  et  admet  les  deux  zéros  z  =  ±  y 

4 

\  ( z\ 

402.    On  est   conduit  aussi   à  considérer    la  fonction — ;~^-< 

p(z) 

analogue  à  la  tangente,  et  que  nous  désignons  par  la  lettre  cj. 

Cette  fonction  est   impaire;  ses  deux  périodes  sont- et  2w; 

elle  admet  les  zéros  de  ^(2:)  et  devient  infinie  ]iour  les  valeurs 
qui  annulent  y-  (  ^). 
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On 

a 

(' 

3) 

(' 

4) 

0 

•  il  en 

i  déduit 

/'w\ 

i 


s/F'    ~VW       '        \4 


On  obiieiit  des  fonctions  nionodionics  doublement  pério- 
diques du  second  ordre,  en  combinant  deux  à  deux,  pnr  ninl- 
liplicalion  on  di\ision,  les  quatre  fonctions  y' i  ±  /  [z)  ^ 
\  i  ±AX(2;)^  d'après  ce  ([ue  nous  avons  dit,  chacune  de  ces 
fonctions  reste  monodrome  cjuand  X  devient  égale  à  ±  i  ou  à 

±  jy  mais  elle  cesse  de  1  èlre  quand  ).  devient  infinie:  toute- 
fois les  produits  nu  les  quotienls  de  ces  font  lions  deux  à  deux 
restent  monodromcs  pour  toutes  les  valeurs  de  z.  Parmi  ces 
combinaisons,  nous  uvons  étudié  spécialement  celles  Cjue  nous 
avons  appelées  u.  et  v.  jNous  signalerons  encore  les  suivantes 

v/(i  —  l]{i—kl),    \/-^^'    k/- rr-  Il  e>t  clair  que  les  quo- 

tieiits  deux  à  deux  des  fondions  ainsi  formées  fourniront  aussi 
des  fonctions  monodromes  doublement  périodi(pies  du  second 
ordre;  à  cette  catégorie  appartient  la  fonction  nr. 

103.  Dans  le  cas  où  le  paramètre  g  est  égal  à  l'unité ,  léqua- 
tion  différentielle,  par  laquelle  on  définit  la  fonction  À,  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

ce  qui  nous  fait  voir  que  la  fonction  doublement  périodique  /.' 
du  quatrième  ordre  est  le  produit  de  deux  fondions  double- 
ment périodiques  du  second  ordre.  En  différentiant  les  équa- 
tions 

fji-  =  I  —  X%     ■/  =  I  —  Â-V, 

on  a ,  de  même  , 

v'  =  — A')..p. 
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Aiïisi    on  juiu  déliiiif  les  tiois  fonctions  ^,  p.,  v  par  le  sys- 
tème des  trois  équations  différentielles  simultanées 


.5)  (-,;-=—>,.■., 

<7i> 


7/2 


auxquelles  on  joindra  les  conditions  initiales 

)i  ;  o  )  =  o ,     «.  (  o  )  =  V  (  o  )  =  I . 

CHAPITRE  iV. 

BEMARQUES    SUR    LES    MODULES. 

Modules  réciproques. 

\0\.  Il  CMisle  une  relation  lrès-sin)plc  entre  les  deux  fonc- 
tions elliptiques  qui  correspondent  cà  deux  modules  récipro- 
ques A  Cl  -•  Si  Ton  pose  7i=  y  ?  Técpialion  différentielle 
(lu 


dz 


devient 


^=V'>'-""^('-^"")' 

avec  la  condition  ii'  =  o  pour  x:  =  o.  On  a  donc 


et,  par  snite. 


On  en  dédnii 


nEMARQUES  SUU  LES  MODULES.  Il5 

En  vcitii  (les  relations  préeédentes,  quand  le  module  est  rrcl, 
on  peut  toujours  ramener  les  fonctions  elliptiques  au  cas  où  le 
module  est  moindre  que  l'unité. 

Modules  coniplcmciilaires. 

105.  On  appelle  modales  complémentaires  deux  modutcs 
]\  et  A'  tels  que  A' -|-À'"  =  i  ',  le  module  A  étant  donné,  et  la 
fonction   X(.z,A)   bien  définie,   ou  clioisira  le   signe  do  A' rlc 

manière  que  v  (  ^  )  =  A'.  L  équation 

dans  laquelle  on  icmplace  X  et  v  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  u,  devient 

'l±  =-  ^/(T37^y(7=TT7V;>  =  _/'  \^{i-yy)  (  1+  -^  aj  ; 

le  radical  se  réduisant  à  la  valeur  -h  i  pour  z  =  y,  puisque 

^■'(i)=--'-(i)-(i)=--   ' 

Si  1  on  pose 

celte  équation  prend  la  forme 


la  fonction  u.  s'évanouissairt  avec  la  variable  z'.  et  le  radical  se 


réduisant  à  l'unité.   On  voit  par  là  que  la  fonction  (j.ij 

est  une  fonction  /  de  la  variable  z\  ayant  pour  module  -jj- 

ni 

on  a  donc 


(i-i^'0=^^''4/) 


ou 


(4)  ,(j-..)=^(/-'=,4^ 
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lOG.   De  l'équaliou 

MfJ=-/.'À(z)M^), 

on  déduit  de  nicine 


£=--V<-"'('-^) 


le  radical  se  réduisant  à  la  valeur  -f-  i  pour  z  z=:-- \    car 

on  a 

,  /w         w'\  ,    .     /'w         w' \        /w         w'\  ,,  . 

i4^7)  =  -^"(4-T)''(4-T)  =  -"- 

Si  l'on  pose 

4  2  A'/ 

celle  équation  prend  la  Ibrme 


^  =  V/(- 


la  fonction  v  s'évanouissant  avec  la  variable  i:',  cl  le  radical  se 
réduisanl  à  rniiilé.  Ceci  montre  que  la  fonction 


/w       w'         s  \ 


est  nue  fonciioii  X  delà  variable  z'  ayant  pour  module  —  •   On  a 
donc 

ou,  en  vertu  des  relations  (9)  et  { 12)  des  n"'  400  et  101, 

(5)  >(/Z,A')  =  /ct(3,>?). 

On  en  déduit 

(S)         ''<'^'*'^  =  ,Mr:i)'    ■'('^•'')  =  ?Ti7r!- 

107.   Ici  se  présentent  quelques  applications  des  remarques 
que  nous  avons  failes  au  n°  90  sur  les  périodes  elliptiques. 


REMARQUES  SUR  LES  MODULES.  II7 

Imaginons  que  1  on  change  le  signe  du  module  k-^  «e  module 
n'entrant  que  par  son  carré  dans  Téqualion  didércniiellc,  la 
fonction  X  ne  change  pas,  et  Ion  a 

Ces  deux  fonctions,  en  tant  que  fondions  doublement  périodi- 
ques, admettent  é\idcmment  les  mêmes  périodes,  mais  non  les 
mêmes  périodes  elliptiques.  Désignons  en  effet  par  o)  et  w'  un 
système  de  deux  périodes  elliptiques  de  la  fonction  1  {z,h)  \ 
on  obtiendra  un  système  de  périodes  elliptiques  de  la  fonction 
X  (z, —  A)  en  prenant  w,  =  w,  w',  =  oo -h  w',  afin  que  la  re- 
lation 

i 


\4 


^'  =  -. 


soit  satisfaite. 

Nous  avons  trouvé  (n°  lOi),  entre  deux  fonctions  elliptiques 
à  modules  réciproques,  la  relation 

>.(>:^,  ^)  =  '!À(z,/î). 

Les  deux  fonctions  X  (z,A),  X  (A\s  ,  y],  en  tant  que  fonc- 
tions doublement  périodiques,  admettent  les  mêmes  périodes-, 
mais  un  système  de  périodes  elliptiques  de  Tune  ne  constitue 
pas  un  système  de  périodes  ellipti([ucs  pour  la  seconde. 

Désignons  en  efïel  par  o)  et  0/  deux  périodes  elliptiques  de 
la  fonction  X  (z,A),  et  par  o),,  w'^  deux  périodes  elliplicjutîs  de 

la  fonciion  X  iliz,  -y  Si,  dans  la  relation  précédente,  on  fait 


7 •)  o\\  z  =z  -^  on  a 

4      2  4 


^[Ki-^)'^]=-- 


on  posera  donc 


'4'Â 
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cVoù  Ton  déduit 


w,  =  w 


La  fonction  li  hz,  -\   admet  pour  périodes  elliptiques,  non 

plus  w  cl  w',  mais  w  —  2  w'  et  w'. 

INous  a\ons  obtenxi  (n"  106)  entre  les  fonctions  elliptiques 
à  modules  complémentaires  la  relation 

).  (z,  À')  =  —  /  0  (/z,  /■). 

Si  Ton  désigne,  comme  précédemment,  par  w  et  w' deux  pé^- 
riodes  elliptiques  de  la  fonction  X  (z,Â),  on  voit  que  la  fonc- 
tion X  (2, A')   admettra  les  deux    périodes /et  —  200'/, 

mais  non  en  qualité  de  périodes  elliptiques.  Si  l'on  fait 

w'  / 
2 

ou 

w  i        w'  / 

on  déduit  de  la  relation  précédente 

Pont   avoir  les  périodes  elliptiques  de  la  fonction  X  (2,//), 
on  posera  doue 

4       2  4^4^* 

d'où 

'  "         '  '  2 

Cas  où.  le  module  est  réel. 

108.   La  fonction  elliptique  a  été  l'objet  des  remarcjuables 
travaux  de  Lcgendrc,  d  Abel  et  de  Jacobi,  Lcgendre  a  étudié 
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plus  [Ku  ticulièieinc'iil  le  tas  où  le  module  est  réel  ei  moindre 
que  l'unilc'. 

Dans  ce  cas,  la  fonction  inverse,  donnée  par  Tinlégrale  dé- 
finie 

/  (lu 

ne  leste  réelle  que  si  u  varie  de  —  i  à  4-  i  ^  si  l'on  pose 

u  =  sin  <p , 


il  vient 


en  désignant  par  Ao  le  radical  v/i  —  A'sin-'p.  Lcgendre,  qui 
ne  se  s'occupait  que  de  la  quadrature  ou  de  la  fonclioii  in- 
verse, regardait  l'angle  o  cornmc  ramplilude  de  la  valeur  z  de 
l'intégrale  définie.  Jacohi ,  qui,  avec  Abel,  a  le  premier  con- 
sidéré la  fonction  directe  //,  a  été  conduit  d'après  cela  à  lepré- 
senler  cette  fonction  directe  par  le  symbole  s'ni  amz  (c'est-à- 
dire  sin  cp,  ou  sinus  amplitude  2)  5  il  représentait  de  même  la 
fonction  y.  [z)  ou  cos  o  par  cos  amz,  et  la  fonction  v  [z]  ou 
A(j)  par  A  amz.  Mais  nous  préférons  conserver,  même  dans  ce 
cas  particulier,  pour  représenter  les  trois  fondions  directes, 
les  signes  }.  [z],  y.  [z],  v  [z],  qui  sont  beaucoup  plus  simples 
et  plus  commodes  dans  le  calcul. 

109.  Loisquele  paramètre  A  est  réel  et  moindre  que  l'unité 
(nous  le  supposerons  positif),  si  l'on  choisit  les  périodes  ellip- 
tiques particulières  indiquées  au  n°  8i,  on  voit  <[ue  la  pre- 
mière péiiode 

^^  _  ,  r  ' du ^  n d^  ^ 

'  Jo     \j[\  —  iû){\  —  Pu')  ~  * X     v'i  — A'sin'? 
est  réelle  et  positive  ^  la  seconde 

rdu  r  du 
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esi  imaginaire.  Si  Toii  pose 

/ '  +  X"  =  j  ,      /=  n'  +  /'2  u"  =  i 
cette  dernière  intégrale  devient 

.    r'  du'  n 

o>   =  2.1     l  -   ~7.i    1 


Le  module  complémentaire  A' étant  aussi  réel  et  moindre 
que  l'unité,  la  fonction  >.  {z,Ji')  admet  également  une  période 
réelle  positive  Wj  et  une  période  imaginaire  co', .  En  vertu  de  la 
formule  précédente,  on  a 

2 

La  période  imaginaire  de  la  fonction  1  {^ ,^)  égale  la  moitié 
de  la  période  réelle  de  la  fonction  )-{s,  //),  multipliée 
par  /. 

110.  Il  est  à  remarquer  que,  dans  le  cas  particulier  que  nous 
considérons  en  ce  moment,  la  fonction  elliptique  1  [z)  est 
réelle  et  moindre  que  l'unité,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de 
la  variable  z.  Car  u  vaiiant  de  o  à  i  en  lieue  droite,  z  varie  de 

o  à  y  aussi  en  ligne  droite 5  léciproqviement,  quand  z  marclie 
sur  Taxe  ox  de  o  ky-,  u  reste  réelle  et  croît  de  o  à  i ,  En  vertu 

4 

de  la  formule 


4         /  \4 

on  voit  que,  lorsque  la  variable  continue  son  mouvement  sur 

Taxe  ox  d<î  -7  à  -  ?  la  fonction  reste  réelle  cl  décroît  de  1  à  o, 
4      ^ 

La  formule 


(..,)  =  _ 


montre  cnsuiie  que  de-  à  w  la  fonction  devient  négative,  dé- 
croissant d'abord  de  o  à  — i,  puis  croissant  de  — i  à  o.  De  w 
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à  2  w,  elle  repasse  par  les  mêmes  valeurs  que  piéeédeuiinent, 
et  ainsi  de  suite  indéfininienl. 

Les  deux  fonctions  ij.  [z]  pIv[z)  sont  aussi  réelles  et  moin- 
dres que  l'unité  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  z.  La  frac- 
tion ^  décioil  de  -i-i  à  — i,  quand  ;;  varie  d(;  o  à  -  •>  [)uis  elle 
croit  de  — i  à  4-i.  quand  z  \arie  de  -  à  ox  Quant  à  la  fonc- 
tion V,  elle  reste  non-seulement  réelle,  mais  encore  positive  et 
moindre  que  l'unité.  Nous  avons  déterminé  (n"  100)  le  signe 

du   module   conqjlénienlaire  //  par  la  condition    -j  i  y  ]  =  k' : 

c  est  donc  la  valeur  positive  qui  entre  dans  nos  calculs. 

111.  Si  l'on  donne  h  la  variable  z  des  valeurs  imaginaires 
de  la  forme  z'  /y  z'  étant  réelle,  la  fonction  sera  imaginaire  et 
de  la  forme  ii  i.  Car  si  Ion  pose 

u  =  u'  i , 
II!  étant  réelle,  on  aura 

^  _  .     r"' du'_ _     ,  . 

Jo       v/(«  +  "'^}  (1-4- /'«'') 
Réciproquement,  quand  la  variable  z  raarclic  sur  l'axe  oy  de 

G  à  —5  la  fonction  //  prend  des  valeurs  de  la  forme  iii.  zi'crois- 
2  ^ 

sant  de  zéro  à  linllni. 

Les  deux  fonctions  p.  (2)  et  -j{z)  restent  réelles.  Quand  x 

varie  de  o  à  — ?  ces  deux  fonctions  croissent  de  -f- 1  à  -h  oc  :  .r 
2 

,        0>       ,  ,        ,  ,     ,    o  W  ,         J  fj)      ,  /Il 

variant  ensuite  de  —  a  w  ,  de  w  a ,  de  — -  a  aro  ,  elles  crois- 

2  22 

sent  de  —  00  à  —  i ,  pour  décroître  de  — i  à  —  oc   et  de  -(-  ce 

à  -t-i;  au  delà  les  mêmes  valeurs  se  reproduisent  périodiijue- 

ment,  La  manière  dont  nous  avons  choisi  la  seconde  période  co', 

qui  est  égale  à  une  quantité  réelle  positive,  multipliée  pai-  /, 

s  accorde  avec  riivpoilièse   faite  au  n"    1(^0;  car,   d<^  l'équa- 

tinn  (i4).  u"  102,  on  déduit  tô  ( z\  =  —t—t  et.   riuand  z 
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/ 

varie  de  o  à  — •,  on  sait  que  ^{z)  est  égale  à  Une  quantité  po- 
sitive, multipliée  par  /.  Il  est  facile  de  trouver  les  valeurs  de 
ces  fondions  en  supposant  connues  celles  qui  correspondenl 
aux  valeurs  réelles  de  z-^  car  les  relations  du  n*^  10G  donnent 

Nous  verrons  plus  tard  comment  on  peut  exprimer  les  va- 
leurs des  fonctions  elliptiques  pour  des  valeurs  imaginaires 
quelconques  de  la  variable,  à  l'aide  de  valeurs  qui  correspon- 
dent à  des  \ aleu! s  réelles  de  la  vaiiable. 

On  peut  ramener  au  cas  du  module  réel  celui  où  le  module 
est  imaginaire  et  de  la  forme /.  /,  au  moyen  de  la  formule  {4} 
du  n^  105. 


LIVRE   IV 

DÉVELOPPEMENT  DES  FONCTIOINS  ELLIPTIQUES  EN  SÉRIES. 


GHAPIÏIŒ  PREMIER. 

DÉVEL0P1'EME^T    DES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES    EN    SÉRIES 
DE    FRACTIONS. 


Méthode  générale  pour  le  développement  des  foncLÏons 
en  fractions  rationnelles. 

112.   Soity  (2)  une  fonclinu  raonodroine  cL  monogène  tlans 
Fij.  21.  une  certaine  portion  du  plan,  mais 

devenant  iiitinie  en  certains  points. 
t        \  Marquons  un  point  quelconque   t 

[fig-    21)    dans    cette  portion    du 
plan ,  nous  aurons 


1  "intégrale  définie  étant  piiselc  long 
de  la  courbe  fermée  qui  limite  le 
contour  de  l'aire  plane  considérée,  et  le  signe  résidu  s'appli- 
quant  à  tous  les  points  tels  que  z  =  c/..  qui  rendent  la  fcnctiDU 
f[z)  infinie  dans  celle  portion  du  plan.  On  en  déduit 


(■) 


t  —  Z         l^t  J      z~t 


Supposons  maintenant  que  Ton  augmente  indéfiniment,  et 
dans  tous  les  sens,  la  courbe  fermée  suivant  laquelle  on  effec- 
tue 1  intégration,  de  manière  qu'elle  embrasse  tout  le  plan,  la 
première  partie  du  second  membre,  ou  la  somme  des  résidus, 
sera  convergente,  si  le  second  terme,  «ni  le  reste  que  nous  re- 
présenterons  par  V\,  a  pour  limite  zéro,  On  peu!   simplifier 
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rexpiessiou  de  ce  xeste  :  la  courLe  étaut  infînimenL  grande, 
on  aura,  sur  celle  courbe, 


(h. 


z  —  t 
Ê  désignant  une  quanti  lé  infiniment  petite,  et  par  suite 

^■-ij      z  —  t  27:  ij  Z  27zi  J  2' 

Si,  ]e  long  de  la  couibe  variable,  le  module  delà  fonction/  (5) 
reste  moindre  qu'une  quantité  finie,  la  seconde  partie  du  reste 
a  pour  limite  zéro,  et  Ton  se  bornera  à  considérer  la  première 
partie 

■/{z)ciz 


^J- 


z 


Application  aux  Jonctions  cosèc  z  et  sécz. 
1 13.  Appliquons  la  formule  précédente  au  développement 

de  la  fonction  f(^z)  =  -. —  ?  qui  devient  infinie  pour  les  va- 
leurs z  =  inTi  {m  désignant  un  entier  quelconque  positif  ou 
négatif),  distribuées  uniformément  sur  Taxe  des  x.  Intégrons 
suivant  le  contour  dun  rectangle  formé  par  des  parallèles  à 

1  axe  des  )',  menées  à  la  distance  iii't:-\-  ~  de  1  origine,  et  par 

des  parallèles  à  l'axe  des  x  à  une  distance  Irès-grande  arbi- 
traire Y.  On  reconnait  aisément  que  le  module  de  la  fonelion 
casée  z  est  moindre  que  Funité  sur  les  premières  parallèles,  et 
irès-peiit  sur  les  dernières.  Il  en  résulte  que  la  seconde  partie 
du  reste  a  pour  limite  zéro,  quand  on  fait  croitre  m'  et  Y  indé- 
finiment. Quant  à  la  première  pariie ,  elle  est  identiquement 
nulle;  car,  la  fonction  étant  impaire,  les  éléments  différentiels, 
qui  correspondent  à  deux  éléments  du  rectangle  symétriques 
par  rapport  au  centre,  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  Ainsi 
la  fonelion  ]>roposée  se  développe  en  une  série  convergente. 
Pour  évaluer  le  résidu  rciallf  à  un  infini  quclcon(]ue  nir.  de 

la  fonction -T—^ 5  posons  z  =  m  tt -{- ^',  et  considérons  l'inté- 
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grale  définie 

«   r     ^/^     _  (—')'"  r '_!t 

27ri  J    {( — z)sinz         n-i  J    [c  —  m  rr  —  3';sin2' 

prise  le  long  d'un  cercle  infiniment  peliidécrii  aulourdii  point 
;7j  TT -,  on  pour  réduire  celle  intégrale  à 

t  —  m  t:    "J.  v:  i  J      z'  t  —  m  tz 

On  a  ainsi,  en  vertu  de  la  formule  (i), 


(-1)" 


^=iim  y  -< 

ou,  en  remplaçant  L  par  s, 


I 
sin  z 


(3)  .       —.....      . 


m=: — m 


En  groupant  deux  à  deux  les  termes  fournis  par  des  valeurs 
de  m  égales  et  de  signes  contraires,  on  obtient  la  formule 
connue 


;4)  -JL-^i  +  ,,y 

'  "    .  SUIS        3  ^u 


■if 


SI  dans  la  formule  (3)  on  remplace  z  par  z -,   il  vient 


ni~m  ni=zm' 


ÎSous  avons  ajouté  un  terme  infiniment  pelit  à  gauche  de  la 
double  série  convergente,  celui  qui  correspond  à  m  =  — i?i' — i , 
afin  d'avoir  autant  de  termes  d'un  côté  que  do  laulre.  Le 
groupement  des  facteurs  conduit  à  Texpression 


(5) 


«2  =  30 


COS  3  .A«  ^     77- 
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Application  aux  fondions  coi  z  et  tnng  z. 

\  i  i.  Les  infinis  de  la  fonction  cet  z  ou  -. — ^  sont  les  mêmes 

sm  z 

que  ceux  de  la  fonction  précédente.  On  intégreia  suivant  le 
même  rectani^le-,  le  module  de  la  fonction  cot  z  étant  moindre 
que  Tunité  sur  les  premières  parallèles,  et  différant  Irès-pcu 
de  l'unité  sur  les  autres,  la  seconde  partie  du  reste  a  pour  limite 
zéro  5  d'ailleurs,  la  première  partie  est  nulle,  puisque  la 
fonciion  est  impaire.  On  aura  encore  une  série  convergente. 
Pour  évaluer  l'un  quelconque  des  résidus,  on  posera 
z=^nnz-\-  s',  et  Ton  considérera  l'intégrale  définie 

.    \   (Iz  —  / -,  dz' , 

"2.77  l  J     t  Z  "2-7:  l  J      t  —  m  TZ  —  S 

prise  le  long  d'un    cercle  infiniment  petit  décrit  autour  du 
point  z  =  /n  7: 5  cette  intégrale  se  réduit  à 

1 


1       I    rf^„_ 

t  —  niTT    9.  Tz  i  J     z'  t 


On  a  donc 

(6)  cot  z  =1  Uni 


Tn:=m 


niz 


et,  si  l'on  groupe  les  tcrjucs  deux  à  deux, 

(7)  C0tZ=:-+2Z     "V — . 


En  remplaçant  z  par  z  —  -5  et  ajoutant  un  terme  infiniment 
petit,  on  déduit  de  la  formule  (6) 


(8) 

,.          "^                    I 

«,=  _,n'-.     2-  (2m 

+  '] 

7T 

d'où 

ni=y. 

(9) 

V                        ' 

t.»ng  -  —  ^-  -   ^                        ^, 

n;=o  >?-W-Hi)'y  - 

-  z' 

diWeloi'.  des  fouct.  ellip.  in  si^;p,ir:  ur-  fuacxioks.     \i'j 

jéppUcalion  à  la  f 071011011}.. 

llo.  La  fonction  }.  [z]  est  impaire-,  ses  infinis  sont  repré- 
sentés par  la  formule 

w         ,  ,  w' 

z  =  /n \-  {  0.  n  -+-1    —  ? 

danslaquelle/zi  et  n  sont  des  nombres  entiers  quelconques,  posi- 
Fijj.  22.  (ii's  ou  négatifs.  Portons  dans 

la  direction  de  la  pieniière 
période  co,  et  de  part  et  d'au- 
tre de  l'orii^ine  (  fig.  22),  mie 
longueur  OA,  OA',   égale   à 

m  — h^?  et,aans  JadirecLion 

-?.       4 

de  la  seconde  période,  une 
longueur  OB ,  OiV,  égale  à 
(«'  -h  i)  0/.  Nous  formerons 
ainsi  un  parallélogramme  CDEF,  le  long  duquel  nous  effec- 
tuerons l'intégration.  La  fonction  À  (z)  conserve  évidemment 
une  valeur  finie  sur  le  contour  du  parallélogramme;  ainsi  la 
seconde  partie  du  reste  a  pour  limite  zéro,  quand  on  fait  croître 
m'  et  n'  indéfiniment;  d'ailleurs  la  première  partie  est  iden- 
tiquement nulle,  puisque  la  fonction  est  impaire. 

Pour  évaluer  le  résidu  relatif  à  un  infini  quelconque,   il 
suffît  de  poser 

w       ,               .  w'         , 
3  =  /«  — [--  (  2  «  +  I  ' H  s  ; 

2  2 

d'où 


et  d'intégrer  le  long  d'un  cercle  infiniment  petit  décrit  autour 
du  point  z  =  m  -  -i-  (  2  /;  -T-  i)  —  5  ce  qui  donne 


(-1)'" i_  rd£_  ^ 

/  w  .  .    w'\'2  77/    /   >(z')  / 


/^  I  r  — W-  — (2« -1-1)  — )         '"     *  /?•(/'  — W (2rtH-l)  — 
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On  a  donc 


(lo)      x{z)  =  ]\m-       S  ^ 


1        ^  ^  (-i;," 


H=; — Il  — I     /?;:= — III 


tu  .     UJ 

—  /;; (  9,  «  +  I  )  — 


Pour  laineuor  celte  somme  double  à  une  somme  simple, 
BOUS  grouperons  les  termes  par  files  parallèles  à  la  direc- 
tion 03.  On  a,  en  vertu  de  la  formule  (3), 

lu^^ni'  ni=zm' 

y  V  (-0'"  ?-^     ,.  ^  (-l)'" 

hm        >       ^ — = luii       ^  


2 


d'où 


A"  0) 


sm  I (  3.  «  -i-  I  )  7Vp  } 


.„■_,  sm  I [2  n  -{-i)np 


Nous  avons  vu  (n°  72)  que  les  deux  parties  de  cette  série, 
prolongée  vers  la  droite  ou  a  ers  la  gauche,  sont  séparément 
convergentes.  On  écrira  donc 


('1  =  ^! 


/:co      ^ 


«=:~co  smi — ^ {7.n-\-i)np\ 

En  g(  oupant  les  termes  deux  à  deux,  on  en  déduit 

,        ...         8  7r    .     2  r  2     -r-,  cos  f  2  rt  + 1  )  rrp 

A"  W                 M           ^Bsi                                                                         Û  -K  Z 
„_„     COS  2  (  ?.  /2  4-  I  )  770 COS  

Ja<obi  représonle  par  q  la  quantité  e"~"  5  si  dans  l'cxpres- 

sion  du  rapport  oes  pei  locies  p  =  —  =  r+.w,  rapport  toujours 

imaginaire,  la  quantité  <•  est  positive,  la  quantité  a  a  son  mo- 
dule moindic  que  Tunilé-,  eji  introduisant  cette  quantité  dans 
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la  série  {12),  on  est  conduit  à  la  forme 


n=:cc 


(,3)  M»)='*!^'-iii-'.y 7-(.+  7-) 


4  Tf  Z 

2  7'"-^'  COS  ^ h  .7'(2"+'J 


rlonnée  par  .lacobi. 

j4pph'calion   à  la  jonclion  [x.  ' 

116.   Proposoiis-iious  maintenant  de  développer  la  foiietion 

impaire /Ji(  s — -j\-  Intégrant  le  long  d'un   parallélogramme 

qui  a  pour  centre  l'origine,  on  verra,  comme  précédemment, 
f[ue  le  reste  est  nul.  Les  inlinis  de  cette  fonrtion  sont  donn<;.s 
par  la  fornuile 

3  =r   (2/«  +  1)  -^   +  (2/î  +  l)  — 5 

dans  laquelle  il  laul  faiie  varier  m  de  — m'  —  i  à  m'  et  n  de 
—  n'  —  I  à  n'.  Pour  évaluer  le  résidu  relatif  à  1  nu  qnelcon([uc 
de  ces  infinis,  on  posera 

z  =    9.  w  4-  I  )  -  -I-  (  2  «  +  I f-  z  : 

4  2 

d'où 

et,  en  verlu  de  la  foiniulc  (8)  du  n"  100, 


4/  /!•  ^        ^        l{z') 

Prenant  l'intégrale  le  long  d'un  cercle  infiniment  petit  décrit 
autoui  du  point  considéré,  on  aura  pour  le  résidu  correspon- 
dant, 


On  a  ainsi 


O7—  (2«  +0- 
11  ^■ 


/         «\  '     ,■        ^-^  x->  (—1]" 


K'~?) "'"■•''"  2  -""   2 


i3o 
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et.  eu  rempiacaiit  z  —  -j  par  z 
i     .  4  ' 


(»4)   ^{z)=—run    2     (—0"    2 


(-'? 


/H= — m —  s 


Eu  supprimant  un  terme  infiniment  petit  a  gauche,  ce  qui 
n'a  pas  d'inconvénient  ^  on  a  ,  comme  précédemment^ 


2 


{-j)"' 


,=,-m'-i    '-"'  -  -  (^- «+  ' )  - 


t'i,  par  suite 7 

fx(z)  = ; —  nm 


1 


m  =-  „,,  2  —  w  -  —  (2«  4-  l)  — 


27r 


iïi     —  —  (a^  +  î)7rp  I 


71=— n'— j   sin "  —  (?.n  4-  sjîrp  f 

ou,  plus  simplement,  d'après  la  remarque  déjà  faite. 


Fl^J 


z)  = 


k 


.     V 


-    (  2  «  -{-    I  )  TTf  j 

Si  l'on  groupe  les  termes  deux  à  deux,  on  obtient  la  série 

n  =  oo 
Stt/         2.Trz      ■>«-»  ( — i)"  sin  (2«+  i)Trp 


47rz;' 


(ib)     ;i(z)  = ; — cos •    >    — 

„  _  Q  cos  2  (  2  «  -!-  i)  7rp  —  cos 

que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

n  =  00 

{'7)        f*(z)=— r-^cos 2^  ^ i-Lj_ i i . 

^_  „  I  —  2  7-"-+'  cos^î f-  «''('"+') 

{.) 

application  à  la  fonctioti   v. 
117.   Considérons  actuellement  la  fonction  impaire 


V  U  + 
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ïnlégranl  1(;  long  cruii    parallélogramme  qui  a  pour  rentre 
l'origine,  on  verra  encore  que  le  reste  est  nul.  Les  infinis  do  I.i 

fonction  v  (  z  -\ )   sont  représentés  par  la  formule 


2 

dans  laquelle  il  faut  faire  varier  m  de  —  ni'  à  m',  et  ?i  de  —  n'  a 
n' .  Pour  évaluer  le  résidu  relatif  à  un  infini  quelconque,  oji 
posera 

7,z=.m  — \-  Wù  -f-  z  ; 

d'où 


d'après  la  formule  {9)  du  n"  100;  on   trouve  ainsi  pour  h 
résidu 


t  —  m n  rj\' 


et  pai'  suite 


2 


ou,  en  remplaçant  z  H par  z, 

n=n'  m^m 

(,8)   .{z)=-iVnr^    2   (-'''     2 

n= — n'  w=- 

En  vertu  de  la  formule  (6),  on  a 


?.      ^  '9. 


m-=tn 

lim 

m=z — m 

On  en  déduit 


V^  I  2  7r         r^r.  z  T 

>    . =  _(-ot ,  2  «4-1)  770  r 

^_«,'    z—     2«  +  l) W-  *-  -" 


(19)       v(z)= ^'hm    2    (— l)''i-of      -II^  —  (2// -f-l)îr|5  [. 
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Les  termes  de  celte  dernière  somme  ne  deviennent  pas  infi- 
niment petits,  (juand  n  augmente  indéfiniment 5  mais  ils  ten- 
dent vers  ±/.  Il  est  facile  de  remédier  à  cet  inconvénient  j  si 
l'on  fait  "  =r  o.  l'édnalion  [ig)  <]onnc 

n=n' 
3= — ^  lim     2^    i[ — i)"  fot  (2  «  H-i)  irp. 

On  en  déduit  '  "'  -  '      • 


tir:/  . 

■'>{z)  =  - — Inn 


2   ^ — î)"|cot(:^/î-M)7rp-hcot| hn-t  ï)nr  j 

«:=  —  .'■■ 

on,  plus  simplement, 

,  277/       .        277S  -^ 

(2o)t  —  '■>{^}  =  — sm Iiin     > 


^__„'  sin  (2/?-i- ijîrp.sin 


27TZ         • 

—  (2«--|-  î)  7rp 


Cette  série  ne  présente  plus  le  même  inconvénient  que  la  pré- 
cédente  ;  les  termes  tendent  vers  zéro.  Si  î  on  ajoute  un  terme 
à  gauche,  ce  qui  est  permis  maintenant,  et  si  l'on  groupe  les 
termes  deux  à  deux,  on  a 


Ski.       2  rr  Z       ■«-<  .  —  I  )"  COt  (  2  ,7  +  I  )  ttc 


OTZ  l      .         -J.  ~  Z         -«-l 

121)    i—-j[Zj  = sin- > 


n=o  ^^^  2  (  2  /?  +  1  )  TTp  —  COS 

cette  formule  donne  celle  de  Jacobi 

(22)    \  —  -j[z\  =  sin-^ >    j '- '- , 

!.>  w         ^^  ^  Lt:  Z  ,        , 

„_0      ï— 2  ?     "*"    COS l-(7'("»+'j 

&> 

Application  à  la  fonction  ts  .  'i 

118.  Le  développement  de  la  fonction  impaire  u  (2)  ne 
présente  aucune  difficulté.  Si  l'on  intègre  le  long  d'un  parallé- 
logramme ayant  pour  centre  l'origine,  le  reste  est  évidemment 
nul.  Les  infinis  de  la  fonction  rr  [z]  sont  représentés  par  la 
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formule 

ilans  laquelle  in  varie  de  —  /// —  i  à  m',  n  de  —  n'  a  ti\  Si  Ton 

pose 

OU  a 

eu  vei'tu  de  la  foiniule  (i3)  dun"  102.  Ou  obtient  de  la  soite 


ra  (  z  j  =  —  —  liin 


d'où 

(23) 


■  I  i" 


'/)-■=:  —  Itl  — 1 


—  (2  W    +  l)  y  —  ft  U' 


n      «1  ^o^ 


H    TVp  j 


et,  en  groupant  les  termes  deux  à  deux, 

.       ^T.   Z  -^ 

2  sui  - — -  •   y 


(24)    ^(Z)=^ 


1  t:  z 
tane h  2 


—  I V' 


bi( 


2  7T 
(25)    cj  (z)  =  — — 


tani 


4  sin 


„_Q  cos  4  n  TTp  -\-  ces 


(-«)"v^ 


4.rz 


M       _l 


^  477Z 

«=o    14-  2  y'"  cos -î ^q"' 


119.  Dans  ce  qui  précède  nous  avons  supposé  le  para- 
mètre g  égal  à  l'unité  5  les  fonctions  elliptiques  dépendent  du 
seul  module  h  ou  du  rapport  p  des  périodes.  ]Nous  avons  vu 
comment  on  exprime  les  deux  périodes,  et  par  suite  leur 
rapport  en  fonction  du  modvile  à  l'aide  d'intégrales  définies. 
Récipro(piement,  on  peut,  à  l'aide  de  séries,  cxpiinier  \v. 
module  k  en  fonction  du  rapport  p  des  périodes  supposé  connu. 
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En  eflet,  si  dans  la  série  (i  i)  on  fait  z  =  y  -\ ,  il  vient 

4       2 


n=a) 


COS  2  «  77p  \  *-rf   COS  2  «  TT? 


(  26  )    w  =  2  77       V       =:  2  7T  (  H-  2     y 

.^i^       COS  1  TlTTO  \  Àmà 

71  = ■X 


Si  l'on  fait  ensuite  2  =  75  il  vient 
4 


(27)    X= >     : =  :!—    > 

w       .^J     COS  (  2  /?  H-  I  )  TTp  w      -^-^ 


COS  (2  «  -f-l)7rp 


Stz  \/q 


n=:-x: 


E 


1 


La  série  (26)  donne  la  première  période  de  0),  la  série  (2^) 
donne  ensuite  le  module  A. 

En  faisant  z  =z  o  dans  la  formule  (17),  on  a  de  même 


kz= 


-^^q      V  (-')"'/ 


1Ï 


il  cil  résulte  ridentité 

y  vl___  y  (—'''"9" . 

Quand  on  donne  le  rapport  des  périodes,  les  périodes  elles- 
mêmes,  et  le  module  A,  sont  complètement  déterminés.  Mais  la 
réciproque  n'est  pas  vraie;  quand  on  donne  le  module  A,  le 
rapport  des  périodes  peut  recevoir  une  infinité  de  valeurs  ;  car, 
si  l'on  remplace  les  deux  périodes  w  et  oV  par  un  système  de 
périodes  elliptiques  équivalentes 

f.)  ;  =  (  /[  fl  +  I  )  f,)  4-  4  b  w' , 
&)'j  =  2  f  w  +  (  2  (Y  -t-  I  )  &)' , 
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'  'il  a  uu  nouveau  rapport 

2C  +  (  2  d-f-l)p 

^'  =  (4«-f-i)  +  46pV 

lans  lequel  a,  5»,  c,  f?  sont  des  nombres  entiers  quelconques, 
îssujcltis  seulement  à  vérifier  la  relation 

CHAPITRE  II. 

DÉVELOPPEMENT    DES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES    EN    PPODtlTS 
n  UN    NOMBRE    INFINI     DE    FACTEUUS. 


Méthode  générale  pour  le  développement  des  fonctions  en 
produits  d'un  nombre  infini  de  facteurs. 

120,  Nous  commencerons  par  établir  quelques  principes 
très-simples  relatifs  à  la  convergence  des  produits  d'un  nombre 
infini  de  facteurs. 

Considérons  le  produit  indéfini 

{H-«o)   (ï-f-«,)  (l+  o,).  .  ., 

dans  lequel  nous  supposons  que  les  lettres  a^,  aj,  a^,...  dé- 
signent des  quantités  réelles  positives.  Pour  que  le  produit 
des  171  premiers  facteurs  tende  vers  une  limite  finie  et  détermi- 
née indéfiniment,  il  faut  d'abord  que  le  facteur  général  i4-a„ 
tende  vers  Tunité,  ce  qui  exige  que  a„  tende  vers  zéro.  Mais 
cette  condition  n'est  pas  suffisante  5  il  faut  en  outre  que  le 
produit 

(i-f-rt„)  (i-t-a„^.;)  ,  .  .  (i-H  «„+„_,), 

d  un  nombre  quelconque  de  facteurs,  pris  à  la  suite  des  m  pre- 
miers, ait  pour  limite  l'unité,  quand  m  augmente  indéfiniment. 
Il  est  facile  de  voir  que,  lorsque  la  série 

<7u  -f-  ri.  H-  (?,  4-  .  .  . 
esltonveri^ciile,  le  produit 
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est  également  convergent.  On  a,  en  elï'et, 


et  par  suite 

(1  +  «„)  (i  4-  «,  )  ^    .  (1+  «,„-,  )  <  ,A-*-'',+- ••+"._,  ^  ,^^ 

5  désignant  la  somme  des  termes  de  la  série.  Le  produit  aug- 
mente avec  le  nombre  des  iacteurs,  et  reste  constamment  infé- 
rieur à  e'  ;  il  tend  donc  vers  une  limite  finie  et  déterminée. 

D'ailleurs  cette  condition  est  nécessaire  pour  la  convergence 
du  produit,  car  on  a 

si  cette  dernière  somme  augmentait  indéfiniment,  le  produit 
augmenterait  aussi  indéfiniment. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si,  à  jiartir  d'un  certain  rang, 
ia  quaniité  y'<7,„  reste  constamment  moindre  qu'une  quantité 
fixe  iniérieure  à  l'unité,  le  produit  est  convergent. 

\1\  .  Considérons  maintenant  nn  produit 

(l+  «o)  (H-  M,)  iI-H«2)-  •  • 

de  facteurs  imaginaires.  Appelons  «oi  ^ii  «25  —  -,  les  modules 
des  quantités  imaginaires  iiç^^  Ui,  11.,^ —  Si  le  produit  des  fac- 
teurs réels  .,■■'.'  ,       ,      .  ,  ,    ■;. !.;•■,'  ,/i  s'K'j 

est  convergent,  le  produit  des  facteurs  imaginaires  est  aussi 
(  onvergent.  Le  module  de 

(l-t-  !'m)    (r+  "m-,-,)    •  •  •    (l-f-  flm+u-t)  —   « 

est  en  ellet  plus  petit  que  la  ciuantité 

(  I  -t-  (/,„)  (1+  «7„,+  ,)    .   .   .    (  1  +  (f,n+„-i  )  —   I  5 

(jui  est  inlininient  petite. 

Il  est  à  remarquer  que  si  la  condition  précédente  est  remplie, 
ie  produit 

/i  s)  ^  (r  f  Woz)  (i  +-  u,z){i-j-  ihz).  .. 
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est  convergent,  quelle  que  soit  la  valiiii-  de  z  :  ce  produit  dé- 
linitdonc  une  fonction  Unie  et  nionodrome  dans  toute  1  éten- 
due du  plan.  ?Sous  allons  faire  voii'  que  c;'lte  fonction  est  eu 
outre  continue  et  monogène  ^  en  ellet,  désignons  par  P„  le 
produit  des  n  ])reiniers  facteurs,  qui  est  une  fonction  mono- 
gène; il  vient,  en  j)renanl  la  dérivée, 

m  =  n 

PI = P"  X  y  -—^ — 

m  =  o 

(^uand  n  augmente  indéfiniment,  on  a  une  série  convergente, 
et  P|,  tend  vers  une  limite  iinie  (jue  nous  appellerons  P'.  Ou  a 

P'  =  P:  +  j, 

e  tendant  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment;  d'où 

Uo  Jo  i/o  «/o 

Si  l'on  fait  augmenter  n  indéfiniment,  il  vient 

^    V'dz=f{z)~i. 


£ 


On  en  conclut 

par  suite,  la  fonction  ^'(2)  est  monogène.  Ainsi  la  fonction 
j  {z) ,  définie  par  le  produit  considéré.,  est  une  foncliou  sy- 
nectique  dans  toute  l'étendue  du  plan. 

122.  Après  avoir  rappelé  ces  principes  ,  nous  allons  expo- 
ser une  méthode  très-ingénieuse  imaginée  par  M.  Cauchv 
pour  le  développement  des  fondions  en  produits  d'un  nombre 
infini  de  facteurs. 

Soit  y  (2)  une  fonction  monodrome  et  monogène  dans  une 

certaine  portion  du  plan^  comme  nous  l'avons  vu  (n"  69),  le 

f'[z)     , 
quotient  ■  n  admet  que  des  infinis  simples,  savoir  les  zéros 

et  les  infinis  dé  la  fonction  /'( 3).  Désignons  par  a  un  zéro 
quelconque  de  la  foMclion/(?)  dans  cette  portion  du  plan,  par 
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jy  son  degré,  el  de  même  par  a  un  infini  quelconque ,  et  par 
q  son  degré.  Manquons  d'ailleurs  un  point  queleonque  t  dans 
celte  portion  du  plan  ;  nous  aurons 


'.ni  J  (z  —  i 


a —  t 


Fig.  23. 


l'intégrale  définie  étant  piise  le  long  de  la  courbe  fermée  qui  li- 
mite le  contour  de  l'aire  plane  con- 
sidérée, et  dans  le  sens  de  la  flèche. 
Si  maintenant  nous  multiplions 
les  deux  membres  de  cette  équation 
par  dt^  et  si  nous  intégrons  de  fo  ^  ^ 
{fig'  23)  (^0  étant  un  point  fixe  si- 
tué aussi  dans  l'intérieur  de  Faire), 
suivant  un  chemin  déterminé  ,  par 
exemple  suivant  le  chemin  recti- 
ligne ,  il  viendra 


2^' J   . 


a  —  t 


log 


dz  =  loiî 


/('o] 


■i;^'«y;r^r7,+E'7^^^ë 


a  — 1„ 


d'où  Ton  déduit  la  formule 


^J-  fil. 

2Tr/ j    /( 


(^)  I„„^— ' 


/(.)  '^^737/'^' 


que 


de  h 


on  peut  écrire  de  Ja  manière  suivante 

t\i' 


/('.l 


n 


'a  —  /\î 


la  lettre  IT  désignant  un  produî!  de  fadeurs.       ■ 

On  suppose  que  la  droite  t^t  ne  passe  par  aucun  des  points 
qui  rendent  la  fonction  /(/)  nulle  on  infinie.  En  outre  les  loga- 
rillunes  (|ul  (Milrent  dans  celte  forniule  se  réduisent  Ions  à  zéro 
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pour  <  =  «0  et  prennent  ensuite  le  long  de  la  droite  des  valeurs 
parfaitement  déterminées  que  Ion  suivra  par  continuité. 
Dans  le  cas  particulier  où  ^„  =  o,  cette  formule  devient 


/(O) 


H)' 


Supposons  maintoiant  que  Ton  augmente  indéfiniment,  et 
dans  tous  les  sens,  la  ligne  fermée  suivant  laquelle  on  a  effectué 
l'intégration ,  de  manière  qu'elle  embrasse  tout  le  plan ,  le  pro- 
duit sera  convergent,  si  le  facteur  complémentaire,  ou  1  expo- 
nentielle, tend  vers  l'unité ,  ce  qui  exige  que  l'intégrale  définie 

prise  le  long  de  la  courbe,  ait  pour  limite  zéro.  On  peut  sim- 
plifier cette  expression.  Le  module  de  z  étant  plus  grand  que 

celui  de  t  tout  le  long  de  la  courbe ,  log  [  i  —  -  |  se  développe 

en  série  convergente,  et  l'on  a 


log^ 


z  z  2  2- 


e  désignant  une  quantité  infiniment  petite.  D'après   cela,  la 
quantité  R  devient 


277/1    J     f[z)       Z     '^  l^i-X    J     f{z)    ^ 


^     dz 

1  +  0--7' 


/'(^) 


Si  le  module  de  la  fonction    ,,,    est  moindre  qu'une  quantité 

finie  sur  la  courbe  variable,  la  seconde  partie  de  R  tend  vers 
zéro,  et  l'on  se  bornera  à  considérer  la  première  partie 

■^■r.ij   f{z)      z 

Lorsque  la  fonctiony^(z)   est  paire  ou  impaire  ,  la  fonctiori 

■  f'iz) 
r,K    esl  inipaiie;  si  l'on  intègre  le  long  d  une  ligne  qui  a  pour 
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centre  l'origine,  cette  dernière  intégrale,  ayant  ses  éléments 
égaux  deux  à  deux  et  de  signes  contraires,  est  nulle;  dans  ce 
cas,  la  fonction  J{z)  se  développe  en  un  produit  convergent. 

application   au  cosinus. 

123.  La  fonction  paire  cos  z  ne  devient  infinie  pour  aucune 
Fiig.  2!^.  valeur  finie  de  z  ;  elle  admet 

les  zéros  simples 

TT 
Z  =  (  2  M   -I-    I  I   -  5 

2 

situés  sur  l'axe  des  x  à  égale 
distance  les  uns  des  autres 
{Jig.  24).  Intégrons  le  long 
d'une  circonférence  décrite 
de  l'origine  comme  centre , 
avec  un  rayon  égal  à  (m'+i)  tt  . 
Pour  évaluer  plus  facilement  le  module,  nous  substituerons 
au  cercle  un  rectangle  formé  par  des  parallèles  à  l'axe  des  y 
à  la  distance  {ni'-i-i)n  de  part  et  d'autre  de  l'origine,  et  par 
des  parallèles  à  Taxe  des  x  à  une  distance    très-grande.   Le 

module  de  la  fonction  -  ,   J-  =  —  lang  z   étant   moindre   que 

l'unité  sur  les  premières  parallèles  et  différant  très-peu  de 
l'unité  sur  les  deux  autres,  la  seconde  partie  de  R  a  pour 
limite  zéro.  D'ailleurs,  cette  fonction  étant  impaire,  la  pre- 
mière partie  est  identiquement  îiulle.  On  a  donc 


cos  t  =  lim 


ou,  (Ml  lemplaçaiit  t  par  2. 


-)=]' 


(3) 


lini 


niz=  — m  — 1 


(2  W 


^d 


Si  l'on  groupe^  les  facteurs  deux  à  deux,  on  oblicnl  la  for- 
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nulle  connue 

m=oc 

(4)  coss^TTli— : ^^  .,   .    • 

yjpplication   au  sinus. 

i2i.   On  effectuera  d'une  manière  analogue  le  dévcloppe- 

sin  z 
ment  (le  la  fonction  paire  f  [z]  = »  (|ui  ne  devient  infinie 

poni"  aucuiie  valeur  finie  de  z,  et  qui  admet  les  zéros  simples 
z  =  luTX,  à  l'exception  de  2  =  o.  Si  1  on  intègre  ]e  long  d'un 
cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre,  avec  un  rayon  égal 

à  m' TX  ■+--■,  nous  \errons,  comme  précédemment,  que  la  se- 
conde partie  de  R  a  pour  limite  zéro,  de  même  que  la  première 
partie 

277/ J   /(z)       z         7.ni  J  \     z  z'     '" 

que  l'on  peut  réduire  à 

t       r  vol  z 
I     dz. 

ini  J        z 

On  a  donc 


m=^m 


I 

ni= — m' 


(5)  ^='i'»  n 

m  recevant  toutes  les  valeurs  entièies  de  — j?/  à  tn',  excepté 


m  =  o. 


Si  l'on  groupe  les  facteurs  deux  à  deux,  on  obtient  la  for- 
mule connue 


m=^yj 


(6)  sin2  =  z.    n   (  I  — 


12o.   Considérons  encore  la  fonction 

/•/     \  277  (z—  /r 

/(z)  =  c<)s ^ 
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qui  admet  pour  zéros  a  —  h -h  [2 m -i-  i)  j-  Du  point  h  comme 

Fig.  25.  centre    {fig.   25)  ,    avec   un 

très -grand     rayon     égal     à 

(  m  -I- 1  )  -  )  décrivons  un  cer- 

cle ,  et  supposons  l'intégra- 
tion effectuée  le  long  de  ce 
cercle,  nous  aurons  à  étu- 


dier 


intégrale 


27t(; 


dz 


Posons  z  =  h  -i-  z',  le  point  h  étant  l'origine  de  la  nouvelle 
variable  s';  l'intégrale  devient 

tant; /    tani; , 

z   -f-  "  w  i  J  z  \  z  j 


et  se  réduit  à 


mais  cette  dernière,  ayant  ses  éléments  symétriques  égaux  et 
de  signes  contraires,  est  nulle.  On  a  donc 


ces 


/') 


(7) 


2  7r/[ 


n 


WJ=  —  W  — I 


A  +  (  2  /«  +  I  )  - 


"d 


application  à  la  fonction  v. 

126.  Nous  allons  nous  occuper  maintenant  du  développe- 
ment des  foitctions  elliptiques.  Nous  commencerons  par  la 
fonction  V  (z)  5  cette  fonction  est  paire 5  elle  admet  les  zéros 

simples  a  =  (2m  +  1)  -^  -tI-  (2«  H-  i)  —  et  les  infinis  simples 

T" 
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a  =  !n-  -h  {"^n  -h  i)  -•  A  parlir  de  l'origine,  portons  dans  la 

Fil!    j'i  direction   de    la   prc- 

p    ,       ,      ^       /b    ,       ,       /    c;  ■  mièro   période,  et  de 
7     -'-  -   l  -  l  -  i  -  -i  .  i  .  i  .//     pari  et   d'autre,    une 

longueur     OA ,     OA' 

t^§a'c«('"-+-i)-— g5 
fk'  s  .  j.  .  j.  .oi  .  ^  .  d:  .  J;  ,11         ^^    jg  même  dans    la 

direction    de    la     se- 
conde    période      une 

_^^_, P_^ ^g^, ,— ,    ,1  longueur     OB,      OB' 

égale  à  (//-f-i)o/; 
nous  formerons  ainsi  un  parallélogramme  CDEF  {/ig.  26), 
suivant  le  contour  duquel  nous  effectuerons  lintégration. 
L'intégrale 

27r/J    v(z)     z  277  1  J         z-^{z)  ' 

ayant  ses  éléments  égaux  deux  à  deux  et  de  signes  contraires, 
est  nulle.  On  a  donc 


(8) 


n 


2/«-f-l}-TH-(2/Z  +  l)  — 

4  2 


m  -  -h  [in  -\-  i)  — 


Quelle  que  soit  la  manière  dont  on  fasse  augmenter  m  et  n 
indéfiniment,  ce  produit  tend  vers  la  même  limite  v( s).  Si  l'on 
considère  ce  produit  comme  le  quotient  de  deux  produits,  for- 
més, l'un  par  les  facteurs  du  numérateur,  l'autre  par  les  fac- 
teurs du  dénominateur,  chacun  de  ces  produits  tendra  vers  une 
limite  distincte-,  mais  cette  limite  dépend  de  la  manière  dont 
on  fait  augmenter  m  et  n  indéfiniment.  Nous  supposons  que 
l'on  fasse  augmenter  indéfiniment,  d'abord  m,  puis  «5  ce  qui 
revient  à  grouper  les  zéros  ou  les  infinis  par  files  parallèles 
à  la  direction  w. 
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127.   Examinons  d'abord  le  produit  dos  fadeurs  du  numé- 
rateur, produitquc  nous  représenterons  par  0  (z)  -,  nous  posons 


(c))    0(2,)=lim 


n    n  r- 

—  n' — I    w= — m' — il 


f  2w4-l)yH-(2«+  I  )  — 


Si  dans  la  formule  (7)  on  fait  //  =  ( 2  «  -j-i)  —  ,  il  vient 


11 


171=  —  m  —  I 


t2  r  z 


(  2  ;»  -h  I  j  -^  -f-    2  rt  4-  I    — 
4  2 


>"  +I)-P 


ces  (2  n  +1)  7rp 


en  substituant,  on  a 


;io)         9(z)=li 


[^-[^-+^)-p] 


ji=^ — 1  —  I 


ces  (2  «  -H  1  )  7rp 
Si  Ion  groupe  les  facteurs  deux  à  deux,  ce  produit  s'écrit 


t2  7T  3                                        ~1              \~  2  7Z 
'-    +  (  2  rt  +  I  )'Kp        CCS       

-^1-)=    Il ^^—  


1  n  -\-})  1T.0 


cos'  (  ■?.  n  -hi)Tcr- 


ou,  ])lns  simplement, 

71 


riL 


sin'- 


COS'  (  2  «  -f-ll  TTO 


Sous  cette  dernière  forme  il  est  aisé  de  reconnaître  la  con- 
vergence. On  aen  effet 

COS  (  2  «  +  I  )  7rp  =  ^ 

si,  dans  le  rapport  fies  périodes,  p  =  /-|-  v/,  la  quantité  s  est  po- 
sitive, on  écrira 

g-(î«-t-i)rrp,v,  _l_  g:'(2n+i)7T/;,-\ 
ces  (  2  ;?  -h  I  )  TTO  =r  i i 
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il  OÙ 


lim 


r  .  2  77  2  "11 

sin' I  » 

LCOS^  (  2  «  -H  1  )  Trpjj 


cette  quantité  ayant  un  module  moindre  que  Tunité,  le  pro- 
duit est  convergent.  Si  la  quantité  s  était  négative,  on  trouve- 
rail  pour  limite  e~  '^*',  et  l'on  arriverait  à  la  même  conclusion. 
Ainsi,  dans  tous  les  cas,  la  formule  (ii)  définit  une  fonction 
synectique  dans  toute  1  étendue  du  plan. 

1!28.   Considérons  maintenant  le  produit  des  facteurs  du  dé- 
nominateur, produit  que  nous  désignerons  par  0,.  On  a 


n=n'         m:=im 


(12)  G,  (2)=  lim 


n    n  r-  „  /    .,-]■ 

Si   dans  la  formule  [y]  on  fait  A  =  —  y  -f-  (2  n-i-i)  —  5  il 


vient 


I 

lim 

ni^^ — m —  I 


n 


!  -  -f-  1   2  «  +  I 
2 


ï] 


t27TZ        r        ,  .       1 
i (2  «  +  1 J  t:o 

CDS f  2  «  -f  I  )  TTO   I 


Il  n'y  a  aucun  inconvénient  à  remplacer  par  —  m'  la  limite 
inférieure,  qui  est  ici  — m' — \  \  ceci  revient  à  négliger  le  facteur 


1  + 


(  W    +  l  ) o  /2  -|_  ,  )  _ 

2  '    -2.  ■    i 

qui  tend  vers  l'unité,  quand  m'  ;ui2;m('nte  indéfiniment.  On  a 
donc 

{i3)  9.  (2)  =  lim      n       - 


nt= — n —  I 


I  ;— (2«-f-i)'^r  j 
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En  groupant  les  facteurs  deux  à  deux,  on  écrira 


('4) 


&.(.)=  Y\ 


sin^  (  1 


3LI 

n  +i)TrpJ  ■ 


el  l'on  démontrera  la  convergence  comme  précédemment.  Ainsi 
la  fonction  v  est  exprimée  par  un  quotient  de  deux  fonctions 
synectiques, 


(»5.) 


■■) 


0.(^; 


j4pphcalion  à  la  fonction  {x. 
12V*.   La  fonction  paire fx  (z)  admet  les  zéros  simples 

2  =  (2  W  -h  I  j -^  + // w  , 

el  les  mêmes  intinis  simples  que  la  fonction  v{z).  En  inté- 
grant le  long  d'un  parallélogramme  analogue  au  précédent,  on 
verra  de  la  même  manière  que  l'intégrale 

t       r^'{z)dz_         J_     ri{z)y{z) 
2T:iJn(z)z  2  7:  i  J 

est  nulle.  On  a  donc 


zix{z) 


dz 


(i6) 


u  1  z    =:  lun 


n 


(  2  /«  +  1  j  -^  -f-  «  w 


m ^-  (  2  «  -+-  1  )  — 


Les  facteurs  du  dénominateur  forment  la  fonction  Q^  (  z)  5  ceux 
du  numérateur  forment  une  nouvelle  fonction  syneclique  que 
nous  appellerons  ô^  (  z  ) , 


n=.n  m=.m 


(,:)     6,(z)  =  lini    W  JJ 


«=: — n  in-= — III — I 


(  2  W  -f-  1  )  -  ^-  //  w' 


] 
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Si  dans  la  formule  •;  7)  on  fait  h  =^  n  w',  il  vient 

m=m'                                                                                     l'i.T.Z  \ 

^  -,  CCS 2  «  77.5    j 

n    r-:^ Iz ;1=-^^^ ^ 


cos  2  «  rrp 
et  par  suite 

n=n' 

(18)  ^,(z)  =  lirn     J^J 


2  TTZ 
COS   I 2  /7  TTjS 


COS  2  /l  TTO 


ou,  en  groupant  les  facteurs  deux  à  deux, 


(19)         9j(z)=cos^^-  n 


/  sin 

2  r  z 


ces    2  «  T'J 

11  en  résulte 

(20)  ^(-)=M^- 

Application  à  la  fonction  /. 
130.   La  fonction  A  (  2:  )  sannulant  pour  z=o,  nous  dédui- 
rons son    développement   de   celui  de  la    fonction  -— ^, 

"''■  1'  Zu  ■ 

dont  les  zéros  sont  a-= — ZoH-m — i-  «'»/.   On  atir<»  .linsi   au 

2 

numérateur  de  X  (z  H-  z^)  la  fonction 


n^^n        m^=m 


>o)Hm     II       ]] 


n=z—n   /?(=: — ni 


5„  -f-  W h  "  w 


Si  dans  la  formule  (7)  on  fait  /?=  —  Zq  —  y  -\~  nw,  il  vieni 

n 


lim        n         /   I 


—  z„-r-  m h  /?  w 


r2  7r  (3    4-  Zui        -T  "1 

L    \      +;-'""'] 

/    2  TT  Zo  77  > 

C06   I 1 •.>.  n  770 

w  2  '    ' 
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el.  par  suite,  le  numérateur  prend  la  forme 

"="    cos     5^ ^^  +  - 


2  «  Tzp    î 


2  7r3o  TT 

COS  I 1 nmzp 

W  2 


Nous  supposerons  le  facteur  ^(^o)  joint  à  celui  qui  correspond 
à  n  =  o.  Faisons  maintenant  diminuer  Zq  jusqu'à  zéro  5  les 
facteurs,  qui  correspondent  à  des  valeurs  de  n  difierentes  de 
zéro,  deviennent 

cos  I 1 2  //  7tp   l  •        .   ■   j,  ^    .),.■-, 

y  ^'      ^ j .         '  ~-  '  .  ' 

[t.  \  ' 

COS  I 2  /?7rp  j 

^  '  ■.  •  »  ♦ 

celui  qui  correspond  à  /i  =  o ,  savoir 

r27T(z  +  Zo)       7r~[ 
oj.COS^  O)  "^2j  M^»)  \1^{Z  +  Z,)     , 

i =1  =z:  cos h 

/  2  7rZo        7r\                            .     27rZ(,  I  w 
1-  -                   —  sin ■ 

\       w  2/  w  ., 


COS 

se  réduit  à 


2  jrZ  TT 

cos 

2 


Ainsi  le  numérateur  de  A  (s)  pourra  être  représenté  par 

„_„'  /27TZ  TT 

"~"     COS  1 1 imzrj 

(21)         e,(z)  =  lim    n    _       "*        ^ 


«=-«'  COS  !   -—    2/?7rp 

pourvu  que  l'on  convienne  que  cos  1 2/i7Tp  |,  pour«  =  Oj 

au  lieu  d'être  égal  à  zéro,  sera  égal  à 

_,  ,  ,^  W.27TZ. 

En  mettant  a  part  Je  lacteur  —  sin ,  ciui  correspond  a 

72  =  o,  et  groupant  les  autres  deux  à  deux,  on  aura 

2  TT  z   T^     I  w        I 


(22)        S,(z)  =  -sm--X] 


2  7T  W         ^^       \  Sin-2/?7Tp^ 
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131 .   En  résumant  ce  qui  précède,  nous  voyons  que  les  trois 
ioiiclions  elliptiques  "^^{z).,  P- (^):  ''' (^)   s'expriraenl  à  Taicle 
des  quatre  fonctions  synectiques 
/ 


0   { 


(i; 


"-^    I  SU1= I 

'          11     |_  cos'(2« -H  i)7rp  J 

.=-0  r  ,i^.^    ~j 

A  A    |_  sin-  (  9.  «  -h  1  )  TTp  J 


9,(2)  = 


sni' 


02  (z  =  ces I  I    \  I -. y  '■ 

/     V  W         .       2  TT  Z     -j-,      (  w 

03  (z)  =  —  sin  I  I    \  I r— 

^  2  7r  GJ      AA    \  sin^  7.  mzt 


Ces  produits  sont  convergents  dans  tous  les  cas.  Si  Ton  pose 
(j  =  e'^~P\  en  supposant  s^o,  on  pourra  les  mettre  sous 
la  forme 


(«) 


M^)=n 


I  +  2  7'^"-^'  CCS 1-  7-(2"+') 


co 


2n+i  ^■: 


H-7 

47:z 


"=»   I  _  2çr"+'  COS^Î-^  -f-  q-i-"+'^ 

^•(^)  =  n — (,-.in^ — — 


n=o 


9,  (  z  )  =  ces 


n 


4^  = 

1  +  27"  ces h  7 


('+7'")' 


M       .      2  TTZ 


I  —   27'"  CCS 


4  7r; 


(z    = —  sm I  I 

27r  w      AA 


—  7-"  ;■ 
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Ces  fonctions  sont  celles  qui  ont  été  trouvées  pai-  Abel  et 
Jacobi ,  à  des  facteurs  constants  près.  Mais  nous  préférons, 
pour  étudier  leurs  propriétés ,  les  conserver  sous  les  foimes 
(lo),  (i3),  (i8),  (21),  sous  lesquelles  elles  se  sont  présentées 
d'abord  ,  et  que  nous  écrivons  de  nouveau  : 


=  lim 


n= — n  —  I 


3  )  =:  lim        JJ 


M= — n — I 


m 


e,(z)  =  lim    Y\ 


LOS (  2  «  -I-    I  )  TTf 

ces  [in  -\-  i)  Trp 

[27rZ            TT  ,  ,  1 
h (  3  «  +   I  )  TTC    I 
^                 ^                                                J 

CCS (  2  «  •+   I  )  Trp 


ces  2  /?  7rp 


e.(< 


lim     ÏI 


2  7T  Z  TT 

ces  I 1 —  Q.  nnp 


(i -"""") 


en   convenant  que,  dans  cette  dernièie  formule,  le  diviseur 

qui  correspond  à  /;  =  o ,  au  lieu  d'être  nul ,  est  égal  à • 

Si,  dans  les  deux  dernières  formules,  on  remplace  l'indice 
inférieur  — ti'  par  — n' — i,  afin  de  le  rendre  le  même  aue 
dans  les  deux  premières  ,  nous  introduirons  un  facteur  nou- 
veau 

cos h  2  («'-+- 1)  Trp  ces 1 h  2(rt'-f-l)7rp 


ces  2  («'+1)  Trp 


[l 


COS 1-  2(/?'H-i)  Trp 


•»] 


qui  devient  égal  à  «       ""    ,  quand  n'  augmente  indéfiniment , 
la  quantité  .vêtant  toujours  supposée  positive.  On  pourra  donc 
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meitrc  les  deux  fonctions  9.,, ,  9:,  sous  la  forme 


(IV) 


hlz 


9,(z) 


ii,n  n 


CtTC  z  \ 
2  /?  Trp  ) 

" / 

CCS  2  rt  TTp 


n= — « — I 


lim  n 


27rz         n 

ces  I 1 "in  no 

ù  2 


n= — n — I 


cos  I 2  «  7rp 


En  examinant  les  quatre  fonctions  ô,  ôj ,  62,  63,  telles  que 
nous  venons  de  les  écrire,  on  reconnaît  immédiatement  qu'elles 
sont  comprises  dans  la  formule  générale 


■ihnii 


(V)  0(z)«,A=e     "'      lim       JX 


n=— n' — I 


t27r3          TT        ,  »\       1 
\-a (2/î-i-i  —  D)np  I 

cosi  a (2«+i  — b)iTp 

quand  on  donne  à  chacun  des  deux  indices  aet  b  les  deux  va- 
leurs G  et  I .  On  a ,  en  effet, 

9  =  00,0,       9,  =  0,,e,       9,  =  00,,,       93  =  0,,,. 

Toutes  les  fonctions  elliptiques  s'expriment  à  l'aide  de  ces 
quatre  fonctions ,  de  la  manière  suivante  : 

^^^^  =  07(1)' 


(VI) 


^'4 


l(z)  - 

9,{z) 

A  \^j   - 

9,(z) 

',  1  -)   - 

9  (z) 

'[")   - 

0,(z) 

-)- 

9  (z) 

-> 

-■°^ 

^(2)  = 


.(2) 


(i-0 


62(2) 
,.,«3(2) 
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CHAPITRE  MI. 

PROPRIÉTÉS    DE    LA    FONCTION    0. 


132,  Nous  avons  fait  voir  que  Ton  peut  exprimer  les  fonc- 
tions elliptiques  à  l'aide  de  quatre  fonctions  synectiques  com- 
prises dans  la  forme  générale 

_'  \  It:  z  T^        ,  7\"] 

(,)  @[z)a,b=e    "'     lim      T|  L    «  2  J 


n= — « 


il  a (2«H-i  —  è)7rpj 


Nous  nous  proposons  actuellement  d'étudier  les  propriétés  de 
cette  fonction  0,  qui  dépend  des  deux  indices  entiers  a  et  b. 

Nous  remarquons  d'abord  que  toutes  les  valeurs  entières 
des  indices  se  ramènent  aux  deux  valeurs  o  et  i .  En  effet,  si 
l'on  augmente  l'indice  a  de  deux  unités,  on  augmente  l'arc 
de  TT  ;  les  deux  termes  de  la  fraction  changent  de  signe,  et  la 
fraction  conserve  la  même  valeur.  On  a  donc 

D'un  autre  côté,  si  l'on  remplace  b  par  è-h  2,  on  a 

^^^^'  4£f'  "="'      ces    — ^  +  «  -  —  (2  n—  1  —b)Tip 

®[-^)a.t^.=^  e    -    e   -   lim      \\       .      L    «  ^  J 


1=.— »'— I     ces 


|^«^_(2/z-i— è)7rpj 


On  introduit  ainsi  dans  le  produit  un  facteur  nouveau,  celui 
qui  correspond  kn  =  —  n'  —  i,  et  l'on  supprime  au  contraire 
le  facteur  qui  correspond  h  n  z=  n'  -,  le  premier, 


ces 


r  2  TT  r.  7T  ,  ] 

cos     a  -  -{-  {1  n'  -i-  3  -+-  b)  Tzp 


a  pour  limite  c     '''    ,  quand  n'  aiigmcnic  indéfiniment  ]   le  se- 
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cond, 

t27rZ  TT  ;  \  I 

2  «'H-I  —  6)  rr( 


bî 


a  pour  limite  e  '^    ,  en  sup})Osaut  toujours  5  positive.  Par  celle 
modification,  le  produit  est  multiplié  par  e    ^'      -,  le  facteur 

e  ''^    étant  introduit  en  avant,  rien  n  est  changé  dans  l'expres- 
sion, et  l'on  a  ;  .  .  l  . 

(3)  ©a,i+2=0a,i-  '        ' 

Ainsi  la  fonction  0  n'admet  que  quatre  valeurs  différentes, 
celles  que  nous  avons  examinées  précédemment. 

133.  Sur  les  expressions  (I)  du  n°  131,  on  voit  que  les  trois 
fonctions  0,  ôj,  9^  sont  paires,  et  se  réduisent  à  l'unité  pour 
z  =  G  5  la  fonction  0^  seule  est  impaire  et  s'évanouit  avec  z. 
Sa  dérivée  devient  égale  à  i  pour  z  =  o.  On  a  en  général 

(4)  ei-zU^i-iY-'&izU. 

Les  deux  fonctions  0,  0,  admettent  la  période-;  les  deux  au- 
tres 02,03  admettent  la  période  w,  mais  elles  changent  de 
signe  quand  on  augmente  ^  de  -•  On  a  en  général 

(5)  ®(^  +  ^)     =(-,)*©  (cU. 

Si ,  dans  la  formule  générale,  on  remplace  2  par  z-+-(ii',  il 
vient 

^^^^'  "="'      CCS     ^^  -h  a  -  — (2«  —  I  —  Z>)7rp 

_„'_,         CCS 


/î=^ — n  — I 


a-  —  (  2  «  -h  I  —  ^  )  7rp  I 

en  divisant  «elle  valeur  de  Q(  z  -f-fo)  par  celle  de  0  (z).  on 


i54 
obtient 
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Q(^  +  '->')  _  jibnpi      TT  

©(Z)  11  [ITZZ  TT  ^  ^^        T^ 


«= — n'—  I 


et,  en  supprimant  les  facteurs  communs, 


cos 

ha — h  (2n''h3  +  b)T7p 

w                2         ^                                '      "^ 

cos 

27r3               TT 

h  « (  2  «'  +  1  —  ojnp 

w                2 

— fiTZZi 


Ce  multiplicateur  a  pour  limite  ( — i)'»e~'^^"'"')'^'"  e    "     ,  quand 
fi'  augmente  indéfiniment  ;  on  a  donc 

ou  bien 


::) 


/ 


B{z  +  oy')  _  6,  (z  +  w')  _  02(z-f-  w') ea(z-f- w'' 

o{z)    ~    -e.(z)  ~     e,(z)    ~  —63(3) 


On  voit  par  là  que  les  fonctions  0  n'admettent  pas  la  seconde 
période  w',  mais  que  lorsque  l'on  ajoute  w'  à  la  variable,  cha- 
cune d'elles  se  reproduit  multipliée  par  une  exponentielle. 

134.  Si ,  dans  la  première  et  la  troisième  des  formules  (III) 
du  n°  131 ,  on  remplace  z  par  s  H- y?  on  a 

cos 1 (  2  «  +  l  j  7rp 

cos  (  2  «  -4-  I  )  77p 


(.+ï)=i„n  n 


n^^  —  n — I 


27VZ          TT 

cos  I 1 7.  n  Ttp 


0J.-+-;  =iim  n  - 

7(= — n' 

En  comparant  cch  deux  exprcssioJis  à  la  deuxième  et  à  Ja  qua- 
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trième  formules,  on  voit  que  les  lapports 


'U)      n'^4 


0,(2)  —  Ojiz) 

sont  constants.  On  obtient  leurs  valeurs  en  faisant  z  =  o  ou 
z  = —  y  5  ce  qui  donne  pour  le  premier  6[j  \  ou  — j—  «    pour 

ni) 

le  second  — ;— r-*  D'ailleurs,  les  quantités  Ôi  1  -r  )  »  Sj  (  -7  !  sont 
égales  entre  elles,  puisque  X  (  -^  |  =  1 .  D'un  autre  côté,  on  a 


(i)  = 


9      -r 


(i) 

il  en  résulte 


-4/    _^w'-  \  _^y. 


'^^^^Hr<i 


On  a  donc 


ou  bien 


(9: 


0.(a)      -"-63(2)    -^     ' 

l        9(3)  9,(z)  ^ 

Ainsi  quand  on  remplace  z  par  son  complément  j  —  z,    les 

fonctions  0  et  ôj,  6,  et  63,  se  permutent  Tune  dans  l'autre  à  un 
facteur  constant  près. 

133.  En  remplaçant  de  même,  dans  les  deux  premières  des 
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formules  (III)  du  11°  131,  z  par  z  -f-  —  5  on  a 


.(..£). 

=  lin,      il 

0=. — n'  - 

V            2/ 

';.          n=n' 

'-  n 

n  =  —  n'  —  1 

2  TTZ 
CCS  I 2«77p 


ces  (  2  «  -t-  I  )  7rp 


27T2  77 

CCS  [ 1 2«7rp 

W  2 

^  —  (2«H-l)7rpJ 

en    comparant   ces  expressions  aux  formules  (1\)  du  même 
numéro,  on  voit  que  les  rapports 


^  +  -         M^  +  - 


■2  7ZZI  2TZ  Zl 

e"     '^    9,(3)  e       ^63(2) 

sont  constants.  Si  l'on  fait 

w 
3  =  0      ou      2=: ) 

2 

on  trouve,  pour  le  premier  rapport, 


pour  le  second, 


La  relation 


donne 


.—  ■Kpl 


''(^) 


ta  I  — 


2 


■     Ht 

D'un  autre  tôtc.  si  dans  la  formule 

ô.,(.) 


/  -7    —  z 


4       /      f>'» 


fait 


il  vient 


d'où 
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ô  (  -  1         0^ 


(>o)  '\^J~^J 


—   pi 


w   \  t pi 

—     ==  — n  e      -i      ■ 

2/      s// 


Il  en  résulte  les  relations  suivantes  : 


(-^ 


En  leniplaçaut  z  par  s dans  les  formules  (7)  et  (i  i), 

on  a      .  ' 


°-('-t)    -''('-^) 


m Mî)    =^j.'  . 


71       .  ■Î-JS  l 


On  déduit  de  là  ■  ^         ...  1 


iO,  [z 

2 


'■Ht)_''('+t) 


.  _  p  I  2:Tst 


^'^^  ^e(z)       '  /0,(3)  y/A- 

/ 

Ainsi,  quand  on  ajoute  —  à  la  variable,  les  deux  fonctions 

0  et  e,,  01  et  03  se  permutent  l'une  dans  Taulre  à  une  expo- 
nentielle près. 
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Il  résulte   de  ce  qui   précède  que   les  quatre  fonctions  0       ■ 
peuvent  être  ramenées  à  une  seule  d'entre  elles,  par  exemple 
à  la  fonction  9.  On  a,  en  effet,  en  vertu  des  formules  que  nous 
venons  de  démontrer, 

(i3){ 

136.  On  en  déduit  aisément  des  formules  qui  permettent  de 
calculer  le  miodule  h  et  la  période  w  en  fonction  du  rapport 
fl  des  périodes.  En  vertu  de  la  première  des  équations  (lo) 
et  des  formules  (II)  du  n*^  13i ,  on  obtient  le  module 

L  n=o  J 

La  première  formule  (8)  fournit  de  même  le  module  complé- 
mentaire 

La  troisième  des  formules  (8)  donne  ensuite 


I 


TT  I      1 1    1  —  ry"'    I    ' 


d'où  l'on  déduit  U  valeur  de  la  première  période 

(.6)      '  ^=rn  ■+''•"'. '-^"""T- 

Cette  dernière  expression  peut  être  simplifiée  :  le  facteur 
I —  <f'"'^^-  ^  suivant  que  n  est  pair  ou  impair,  est  de  la  forme 

,_  ,y ■.■(•-'"'+ lî      ou       I— r/H"'-+-0, 
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//  re(  L'vaut  toutes  les  valeurs  «litières.  On  jjcul  écrire 

d'où 

cl  par  suite 

11=0 

On  a  aussi,  en  combinant  les  relations  précédentes, 


/ 


/-X'  (  Jl.  ]    _  2  ^^  pj  [i_  ^3(î"+gj3 


Jlutres  manières  de  décomposer  les  fonctions  elliptiques  en 
quotients  de  fonctions  synectiques . 

137.  Dans  le  chapitre  précédent,  après  avoir  exprimé  les 
fonctions  elliptiques  par  des  produits  d'un  nombre  infini  de 
facteurs,  nous  avons  évalué  séparément  le  produit  des  facteurs 
du  numérateur  et  celui  des  facteurs  du  dénominateur,  en  fai- 
sant augmenter  indéfiniment  d'abord  m,  puis  Ti.  ce  qui  revient, 
comme  nous  l'avons  dit,  à  grouper  les  facteurs  par  files  paral- 
lèles à  la  première  période  &>.  Nous  serions  arrivés  à  d'autres 
fonctions  synectiques  en  faisant  croître  indéfiniment,  d'abord  //, 
puis  m  ;  ce  qui  revient  à  grouper  les  facteurs  par  files  parallèles 
à  la  seconde  période  w'. 

La  formule  (7)  du  n**  125,  dans  laquelle  on  remplace  w  par 
2  (1)',  devient 


T.  h 

LOS 


H„    fj  r,_ — ^_-| 
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si  l'on  donne  successivement  à  h  les  valeurs 


(  2  W  -f-  I  )  T  '        W  -  5 
^  ^4  2 


f-      2  W  +  I  )  7- 

2  4 


2  2 


on  obtient  quatre  nouvelles  fonctions  synectiques  que  nous  dis- 
tinguerons des  premières  par  un  accent 


)(') 


n 


[TZZ  i  2  /??  +  I  )  TT  I 


i>iz=^ — m  —  I 


2  «i  +  I  )  TT 

4p  ' 


n 


2  /«  H- 1  )  r 

4p      J 


=  lim 


7T  Z  A/i  TT 

cos   I  — 

2p    , 


n 


.(') 


Il 


»)=:;  — m  —I 


Tt^  2        TT         (  2  w  4-  1)  ttT 

I  ■  ^'      a 4p       J 

[TT           (   2/7?  +0  Tr~l 
ï 47-J 


n 


.     ,  (  2  ///  H-  I  )  7T 

sin- 


4p 


r,(0 


n 


TT  Z  TT  W  TT 


W 

COS   1 

2  2p 


—  sin  — 


7Z  Z 


m  T. 

sm'  -y— 

4p 
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Dans   cette    dernière  ,    on    fait    la   convention   d  attribuer  à 

fn        inv:\                              ,           ,                 T. 
cos  ( pour  m  =  o  la  valeur y 

\  2  2  p  /    '^  M 

Supposant  toujours  la  quantité  s  positive,  nous  mettrons  la 
seconde  et  la  quatrième  sous  la  forme 

/  TT  z        nn: 
cos      —r  — 


.(')  _    ~    o>'   I-  IT  \^-'  2p 


z=  e       "    lim       1  T 


TO= — m  —  I 


uit: 

cos 

20 


rtzi 


-.(') 


H 

w  2  2|3  / 


0^'^  =6'    '^'  lim     ri 

et  nous  les  comprendrons  dans  la  {ornuile  générale 


[■nz  TV        (2/7/  4-1— (^iTrT 

(  2  /?/  -h  I  —  ^  )  Tt"] 


4P 
On  a 

0,0'  1  0,  I  '  1  i,o'  :i      i,i' 

Dans  l'expression  des  fonctions  elliptiques  au  moyen  des  fonc- 
tions 0  ou  0'*',  on  peut  remanjuer  que  les  doux  indices  n  et  h 
se  trouvent  permutés. 

La  fonction  0  '^  jouit  de  propriétés  analogues  à  celles  de  la 
fonction  0.  On  a 

Iti     "îTzzi    - 

138.   On  peut  ramener  les  unes  aux  autres  les  fonctions  0 
et  0  '\  Nous  remarquons  d'abord  que  la  fonction  paire 

^^'^-      ^[z\,,    ' 

2  I 
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ne  devient  ni  nulle,  ni  infinie,  pour  aucune  valeur  finie  de  z 
et  se  réduit  à  l'unité  zz=o.  On  a.  en  vertu  des  relations 
établies  précédemment. 


~  l      iTt  Zl 


f{--0='"'''  f^ 


\  ~  . 


f{z-\-^')  =  e-'^P'e   '-'    f{z). 
On  en  déduit 


dz  m'  (Iz 

r/.Iog/(s-f-w')_47:/        d\o^f{z) 

-f_ 


dz 


et,  pai'  suite , 


rfMog/(z 


^Mog/(; 


r/z=  dz'' 

rMogy>-hw '_)  ^  rfMog/(-z) 
r/z'  r/z-' 

les  fonctions 

^^iog/(^)  _/^(^)      ^^^i"g/(^)  ^/(2)/"(z)-/-M^) 

sont  monodromes.  comme  îa  fonction  /(^)  ;  la  d(Mnière  admet 

les  deux    périodes    -■,    u-)'  ^   mais  (ette   fonction  doublement' 

périodique,  n'ayant  pas  d'infini  dans  le  parallélogramme  des 
périodes,  puisque  la  fonction  /'  (z)  ne  devient  ni  nulle  ni 
infinie,  pour  aucune  valeur  finie  de  s,  est  une  constante,  et 
l'on  a 

r/Mog/(z)_ 

7Ï^    -  "•  ' 

d'où 


r/z 


La  constante  [S  est  nulle  puisque  la  foncliou  /'  (^)  est  im- 
paire. Quant  à  la  constante  a,  on  la  déteimincra   en  remar- 
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,,           .                    ''>             /  I    1    ,■        •        f^^oi'/iz) 
(iiiaiil  (iiic  1  accroisscmeiil  y.  -  cm  aw  de  la  loiictKJii — — ■■> 


pour  un  accroissement  -  ou  oj'  donné  à  la  variable  z ,  doit  cire 
^  2 

,    <    2  TT  /  ,    4  ^  '  •    (•    •  4  ^  ' 

cgal  a  — '-y-  on  a ?  ce  qui  lait  a  =:  - — - 


2 

OJO) 

On  a  donc 

rflog/(z)        4  Tf  Z' 


et.  pai  suite 


d'( 


3  7r  2  ï 


(i8)  ç>'^){z\a^e  '-""    0(z)„.4. 

139.  Il  existe  une  relation  très-remarquable  entre  les  fonc- 
tions 0,  qui  correspondent  à  des  modules  complémciilaires 
A  et  A'.  Nous  avons  vu  (n"  107)  que,  si  Ion  appelle  r»)  et  w' 
deux  périodes  ellipticjues  de  la  foni  tion  X  (z,A),  la   fonction 

/  (z,  Â')  admet  les  périodes  elliptiques  —  2w'/,  — i  dont  b-  rap- 


port est  — j—-  La  foimule  (i)  devient 


P)  (z ,  ^■' )„, 4  =  ^      ^Min.        Il       -' ^    • 


cos  [a [t.  n  -h  \  —  b)  -f— 

2  ■  4  ? 

en  la  comparant  à  la  formule  (17)  on  voit  que 

(ly)  &liz,f,')„,(,  =  0  '   (z,  /.)„,i. 

Nous  avons  groupé  les  facteurs  par  files  parallèles  à  la 
direction  o)  ou  à  la  direction  w'  5  on  peut  encore  les  grouper 
d'une  infinité  d'autres  manières,  ce  qui  conduit  à  de  nouvelles 
fonctions  synectiques.  Imaginons  en  elFet  (jue  l'on  remplace 
les  deux  périodes  o>  et  oi'  par  d'autres  périodes  w,  et  w',  for- 
mant un  parallélogramme  élémentaire  et  qiu;  l'on  i^ronpc  les 
facteurs  par  files  parallèles  à  lune  des  périodes  ro,  on  w, ,  nous 
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oblicndrous  de  nouvelles  foiietions  synecliques  dillérentes  des 
premières.  Mais  toutes  ces  fonctions  se  ramènent  à  la  fonction 
0,  comme  nous  allons  voir. 

Equations  différentielles  auxquelles  satisfont   les  jonc- 
lions  (d. 

140.   Reprenons  la  relation  (6) 

_  4  71  zi 

En  prenant  les  logarithmes,  el  dlfl'érentiant,  on  a 

rflog0(2  4-w') ^T.i       d.\o^e{z) 

dz   -,  w  dz 

,      r  .  j  d\o<^0(z)  0'(z)  .  .  ,, 

J.a  Jonction  monodrome  ^, — —  ou  — 7—  est  impaire:  elle 

dz  &{z}  ^   .      ' 

admet  la  période  -■>  et,  cjuand  on  ajoute  0/  à  la  variable,  elle 

éprouve  ini  accroissement  constant  — Kn    diiiercnliant 

une  seconde  fois,  nous  aurons 

d-  log  0  (z  +  w') d' log  0  (z) 

d^'  "         dz^ 

Ainsi  la  fonction  monodrome ^ ou admet 

dz'  0- 

la  seconde  période  w'.  C'est  une  fonction  paire  doublement 
périodicjue  du  second  ordre  ;  le  parallélogramme  élémentaire, 

formé  sur  U.'s  deux  périodes -7  ro',  est  la  moitié  du  parallélo- 
gramme relatif  à  la  fonction  /;  elle  admet  comme  infini 
double,  dans  chaque  parallélogramme  élémentaire,  le  zéro 
de  la  fonction  B  situé  dans  ce  parallélogramme.  On  pourra 
donc  rex])rimer  aisément  au  moyen  de  celle  des  fonctions  1^. 

— , — ,  —1  (uii.  ayant  les  nièm(\s  périodes,  admet  le  îuème  infini 

)'-'     y.-     v'  '      ' 

double.  Si,  |)ar  exemple,  on  (oiisidèie  la  fom  tion  0,,  on  aura 

./Mou  9,  (;) 
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Ou  peut  (léleiminer  les  coefficients  par  les  considérations 


suivantes. 


141.  Les  fonctions  elliptiques  /,  p. ,  v  sont  définies  j)ar  les 
équations  différentielles 


( 


—  j  =  ( ,  —  V^ )  (  I  —  /^^  A^  )  =  I  —  (  1-4-  /t'  )  X'  H-  /!•'),'• , 


que  Ion  peut  mettre  sous  la  forme 


'  d  loy  a\  "  ,         ,  ,         I 


dz  "  \- 


(^1'=<--^'' 


+  —  —  ^''A 

F- 


^•-^^v_^.,^,.._^ 


dz 

En  dillérenliant,  on  obtient  les  équations  du  sc<ond  itidic 

rjMogX_     ,  I 

dz-  a' 

20  {---^=  -/(>.= -=:/:,.^  ___/  =  , 

•      dz^  y-  y- 

2_  =  _  v'  H —  /?^  A^  H •  —  I . 

dz'  V-  v' 

Si  dans  les  premiers  membres  on  remplace?.,  u,  v  par  leurs 
\aleurs  au  moyen  des  fonctions  0,  ces  équations  deviennent 


/        r/-l()gO(3)  r^      _    _  __  r^logO,  (z) 


r/z'  v'  (  z  1  c/z-  ^    ^ 

^^'^     i_^Moge,(z)        r>  ^/-log9.,(^)  ,      I 

\  dz-  r[^)  ^^^'  '•  ( z  ) 

Ces  quatre  (juantités  égales,  étant  des  fonctions  doublement 
périodiques  qui  n'ont  pas  les  mêmes  infijiis,  sont  égales  à  un 
m("'me  constante  a 
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.    En  faisant  z  =o,  on  obtient  la  valeur  de  celte  constante 

(22)  a=0"(o)  +  /.--=Ô",  (o)=ô;(o)H-  I. 

142.  De  c|uelqiie  façon  que  l'on  prenne  les  fonctions  0, 
elles  satisferont  toujours  aux  équations  différentielles  (21); 
seulement  la  valeur  de  la  constante  a  changera.  On  peut'done 
considérer  les  fonctions  0,  cjue  nous  avons  étudiées  juscju'à 
présent,  comme  des  intégrales  particulières  des  équations  (21): 
les  intégrales  générales  sont 

c/.z'- 

—  ■-hfis-i--/ 

|3,  y  étant  des  constantes  arbitraires, 

143.  Voici  ejicore  une  propriété  de  la  fonction  0  ((u'il  (st 
bon  de  remarquer.  La  fonctî(m  monodrome  paire 

_  0^a-4-g)e(a  — z) 

.  est  doublement  périodique,  aux  périodes  -  et  o)';  elle  admel 
comme  intînis  doubles  les  zéros  de©  [z)\  on  1  exprimera  au 
moyen  de  celle  des  fonctions  À^,  —  '  ~'  -;  qui  admet  le  même 

A^        p.-       V^     ^ 

infini  double:  il  faut  prendre  la   fonction  0  avec  les  mêmes 
indices  au  numérateur-,  mais  les  indices  de  0  [z)  au  dénomi- 
nateur pourront  différer  des  premiei^s. 
On  aura  ,.  par  exemple, 

la  fonction  devant  s'annuler  })Oui'  s  =  ±a,  et  se   léduire  à 
l'unité  par  z=.o. 
On  aura  ,  de  même, 
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Dci'cîoppcmcnt    fie   Ici  fonction    0. 


144.  Si  Ion  pose /  =  e  ^  ,  la  l'onction  0,  adnieltant  la 
période  w,  est  monodroinc  par  rapport  k  t  ;  d'ailleurs  elle  con- 
serve une  valeur  finie  pour  toutes  les  valeurs  de  f ,  excepté  pour 
«  =  o  et  Z  =:  oo  •  («11  vertu  du  théorème  II  (u"  30),  elle  se  déve- 
loppe en  une  double  série  coiiveri^ente  suivant  les  puissances 
entières,  positives  et  négatives  de  r. 

Quand  on  remplace  z  ])ar  z  -\ — -,  on  change  le  signe  de  /, 

J^a  relation 


démontrée  au  n°   133,  fait  voir  que  la  fonction  0  ne  change 
pas  si  b  est  pair,  et  change  de  signe  si  b  est  impair.  Dans  le 
premier  cas,  la  série  ne  contiendra  que  les  puissances  paires 
de  f,  dans  le  second  cas  que  les  puissances  impaires. 
Cette  série  sera  donc  de  la  forme 


@[z)a,b=     y    a;' 


0  ,.  '"     . 


r;  =  — -oc 


145.    Il  s'agit  de   déterminer  les  coefficients   A  '"  .  Si   1  on 
remplace  z  par  z  -h  o)',  il  vieni 


!)(<  la  relation 


^>  V  =  +  0'')"-  fr  =  (—')"  '•■"      ""''  '  <■■  «  (  "i",  b  , 
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dénioiili'ée  au  même  luiméio,  on  déduit 


2Tr  5( 

[2(/H— l)-t-i] ■ 


0  (s  4-  w%,  6  =  (_  I  )«  c-  ^  T^P  '■  y  AC")  t> 

(2WH-i). 

la  compaiaison  des  deux  valeurs  conduit  à  la  relation 

En  donnant  successivement  à   m  les    valeurs  o,  i,    2, 
ni  —  I ,  on  a 

A'=:(_i)''c''+'')'-'^'"A, 
A"=:(_,)V(3-^'')^^P'A', 


d'où  l'on  déduit,  par  la  multiplication, 
On  obtient  ainsi  l'expression 


'        1;- 


(z),,i  =  A        _^     (-i)" 


w/  =  —  oc 


que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 


a'  b     m  =^-i-ca 


»?:=; — 00 

Nous  avons  affecté  la  constante  A  ,  c'est-à-dire  le  coefficient 
iu  terme  correspondant  à  m  :=  o,  des  deux  indices  a  et  h^ 
)arce  que  la  valeur  de  ce  coefficient  dépend  de  ces  deux  in- 
dicés, et  nous  avons  compris  dans  cette  constante  le  facteur 


,('i 


7t  IJ'  p  ' 


(-1)    -^    C  ^       . 

Puisque 
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il  est  clair  que 

Si  dans  la  formule  précédente  on  remplace  h  par  />-h2, 


ou  a 


en  observant  que  (— 1)~^'  =  ( — i)"'  =  ( — i)",  ou 

IMais  on  sait  (juc 
On  en  déduit 

■A-o,  i+2  — -   "a. /<• 

Ainsi  toutes  les  constantes  se  réduisent  aux  quaH(!  suivantes 

Ao,05       A|,oi      Ai),i  ,       A|^i . 
iM\.  On  peut  faire  dépendre  ces  quatre  constantes  de  deux 
d'entre  elles.   Dans   la  formule  (i)    faisons  b  =  o   ou   Z>  =  i, 
nous  aurons 

•J7r(  j  2  w  —  -hnr  p  j 

—  —  2Ti'      (2«i-i-  l)    -  -<-(-JW-+-l)-7 

0(z),,,  =  (-i)      ^  A„,,  2  (-')'""  ^-       ^               '"'  ', 

et,  eu  remplaçant  dans  la  première  z  par  z -\ » 

r:  <  \i  m 1-  {m'  -+-  m)  p  I 


-pz iiti\{im---i)--^{im-^-i)-j\ 


=:  e 


Aa.uyi-'r^- 


A  a,  I 
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On  (11  déduit,   en  donnant   successivement  à  a  les  valeurs  o 
et  I , 


0.(r.)  A. 


2   /  A,..,  o 


'Ô3(3)  A,,, 

en  comparant  ces  équations  aux  équations  (i  i)  du  u"  135,  ou 
obtient  les  relations 

Aq.  I  _  A,,i  _  j^ 

Ao,  0  A  1^1,  y//- 

on  a  donc 

.  Aq,  0 

Aa.  I  —  — ;=-■> 

ou,  plus  généralement, 

(-■y--' 


2)  Aa.b  =   A„.„  /■ 


Ainsi  toutes  les  constantes  se  ramènent  à  deux,  Ao,o  ^.'l  Ai^o- 
I47.   De  la  formule  (1)  on  déduit 


_-^      2  711  1  5W hnrp 


2  TT  (  {  2;w h-w' 


0(z),,„=rA,,„     ^i-^)" 

Si  dans    celte   dernière  fornvule   on   remplace    z   par  z-\-  y^ 


il  vient 


©lz+  7  1      =A,,o 


A,  „      ,   , 

•       (5)  .   -^ 
Ao    n 
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Eu  vertu  de  l'une  des  relations  (9)  du  n''  134,  on  a 


<'l  en  geiicra 


(->)"- 


(3)  A„,,  =  A,,„r         '' 

La  relation  (2)  devient  ainsi 


(4)  A„.A  =  A„,,  r      ''      /■■^-■'    , 


cl  1  on  airivc  à  la  l'oiniule  générale 


a- h       (— i)«— r      (— 1/'- 
0(2)„,à=A(— i)  '     k'  'i  /-         4 


W  =  30 


f    X      y      [—iY"'e        V  ''-"      '  '  /|J 


/n=  — X 


qui  représente  dans  tous  les  cas  la  fonction  0. 

1-48.   En  appliquant  cette  formule  générale  aux  quatre  fonc- 
tions 0,  on  a 

,                                     (H=;VD                       /  2  m  z  \ 

i  '-Il 1-  nr  0 

(.(.)  =  A    2    '■      ^  "  ' , 

c 

(  -i-  ni 


ni^= — ce 


A 


2  ;- 


fil 


w=  — ce 


«■w  =  x.  1 


—  /A 


V 


*=  ,,_,r(3"' -'-lis   ,       ,. .c-i 


niz^  —  y 
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Si  l'on  groupe  les  loinies  deux  à  doux,  ces  formules  de- 
viennent 


[w=co  -1 


fin 

m=x       (  2  »«  -t-  1  )"  TT/Î  I 
2A     '^         "  '2  ?.(2W  +  1)7:2 

3,s)  =  -y     >    ^  cos-^ ^ — . 

s/A    -^-^  w 


w=a:  (  ■>  7?< -4- I  )°  rrp  (' 


2  A       '^^       ,         ,  -2  a.(2/»H-l)7r2 


0,(z)  =  -— =    V     i—iYc  '^  sin 


En  représentant  par  q  la  (juantité  e'^'",  on  mettra  ces  for- 
mules sous  la  forme 

|ô(=)  =  Arn-2  y  '/"'^«^^l' 

L  «J  r^  I  J 

1  k\l  q     ^  ,  ?.  (  2  /?/  +  1  )  TT  z 


flV 


,  (  3  )  =  -L     >     7-"""+  ' .'  COS 


ni=<j 


'^'^^'Z       ^    ^        ,  >m  ,.,n;,n+n    .;„   ^  (^  '«  +  0  ^^  ^ 


;  9,{z)  =  -0-    2  (-0"' 7'"^"'""  sin 


mr=o 


Ces  dernières  formules  sont  celles  données  par  Jacobi,   à 
des  facteurs  constants  près. 

119.   Il   reste  a  délenviiiur   la   (ftnstanle   A.  \  oi(  i   rarlifice 
imaginé  par  .Tacohi, 
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c-    1,  2  7rz  .    ,,  ,  /     V      1 

oi  1  on  pose  x  = 5  et  si  1  on  représente  par  cp  (r/)  (ii;i- 

cune  des  deux  fonrtions  de  r/, 

n=:o  n=i 

égales  entre  elles,  en  vertu  des  relations  (i4)  t't  {16),  du  n"  136, 
on  a,  en  comparant  la  seconde  et  la  ([ualriènie  des  for- 
mules (11)  du  n"  131  et  (I\  )  du  numéro  précédent, 

n=:oo 
TT    [l  —  27'"-^'  COS2X-f-  r/ns"+0] 

r    '"""  1 

=  'f{^/)\    i-+-2\^     ( — I  j'"  7'"' COS  2  w.r  L 
L  m^^  I  J 

sin  x  TT  (1  —  ?.fj-"  ces  2.T  +  (J*") 

llz^  I 

=  ?('7)y^    (—  i)"'r/'"('"+'^  sin(2m  +  i)x. 

Les  deux  membres  de  chacune  de  ces  égalités  sont  idenii- 
cpies,  quelles  que  soient  jc  et  q.  Remplaçons  g  par  <7^,  et  mul- 
tiplions membre  à  membre,  en  remarquant  que  le  produit  des 
deux  premiers  membres  donne  le  premier  membre  de  la 
seconde  égalité,  nous  aurons  identiquement 

?(7''?l    '-f-2    >      ( — 1)"' 7 -'"'ces  2/;;.'    | 

L        «(=1  J 

X    ^  (—1)'"  v'"'^'""^' '  sin  (  2  Art  -^  I )  .T 

rn=zo 
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Eli  égalant  les  coefliclonls  des  termes  eu  siii:t',  il  vient 

ni=zo 

Mais  si  dans  la  seconde  des  écaillés  primitives  on  fait  x  =  -■> 

^  9. 

on  a 

n:=oo  mz=<:^ 

on  en  déduit  la  relation 

OU 

»=1  71=1 

En  remplaçant  de  nouveau  ç  par  //'  et  ainsi  de  suite  indéfi- 
niment, le  module  de  <7  étant  moindre  que  l'unité,  on  arrivera 
à  l'unité  comme  valeur  constante  de  cette  fonction  ;  on  a  donc- 

n=i 

d'où 

77=  ! 

et.  par  suite, 

Il  z^  yi 

(7)  X""  Q  (;i-<7^"^')=[i-7'^"'-"'>]. 

71  =  O 

En  comparant  cette  formule  à  celles  du  n"  136,  on  obtient 
la  relation 

1  /  w 
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générale 


150.   On  a  ainsi  pour  représenter  les  fondions  0  la  loinmlr 
e 

0(z)«,4=  i/- 


_  a^      .       (— l)"  — I       (— 0»— I 
'271- 


h'  k 

I     "  y    w 


•>  -  (    (2  m  -f- 1;  -  -J-  (•>  m  -h  t/  !- 

X    2    (-^)"'"''  '^' 


et  ces  quatre  fonctions  sont  exprimées  par  les  formules  pai  ti- 
culières 


(VI) 


g—  w^  o: 


m^^-ji 


0,(z)  =  2  ^  1^  V  7    ^    7'" '"'"^"  ces 


2Ti-     ■^  2(2/7? -i-l)7rz 


/27T        4—        ■^-<      ,  ,  ,  ^       .       2  (2/W  +   0  TTZ 


loi.   En  faisant  z  =  o  dans  les  trois  premières  formules, 
on  obtient  les  relations 


»)  =  3C 


(9)  \/£:  =  '+^2  9"' 

(10;  y/-^  =  1+22  (—>)'"  7'"'. 


(Il)  y/^  =2^7    y^     7"V"-, 

qui  clétcrinincnt  la  première  période'.)  et  les  modules  h  et  A'. 
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Eu  prenant  la  dérivée  de  la  quatrième,  et  faisant  ^  =  o,  ou  a 


(12)  y//.>!'(^^y=2i-Vy    2   (-l)"'(2«-f-l)<7'"('"^0. 

m=:o 

152.  I.a  comparaison  de  ces  formules  avec  celles  du  n°  13(5 
conduit  à  des  relations  remarquables  entre  des  produits  d'un 
nombre  infini  de  facteurs  et  des  séries  ordonnées  suivant  les 
puissances  croissantes  de  la  variable.   En  égalant  les  valeurs 

de  l  /  5  de  1  / —  et  dei //.A'  (  —  \  •>    et   remplaçant   dans 

celles-ci  (j-  par  </,  on  a  les  relations 


;'3) 


m: 


(i5) 

Développement  de  la  fonction   'h. 
153.   Proposons-nous  maintenant  de  développer  la  fonction 

"iTZZi 

elliptique  ^(z).  Nous  posons  toujours  t=^e    '"  .  Aux  valeurs 

Z  :=!  m \-  [ITI  -\-  i)  —1 

2  2 

qui  rendent  la  fonction  infinie,  correspondent  les  valeurs 

(a  rt -f-ijTToi  

t=±c  ==±r/       '^       , 

dont  les  modules  varient  en   progression  géométrique  et  les 
arguments  en  progression  ariibmélique.  Ces  deux  séries  de 


m--=-j: 

«(  —  X 

n 

I  —  a'"                   v^        , 

> 

H)=l 

m=i 

W=CC 

"'=^      m(m+i 

) 

n 

m=Q 

w=o 

m=^cc 

771^00 

m 

(m-t-O 

11 

{,_<y-^')'=    2   (-0 

i'"  {2  m  -4-  I 

)7~ 

2 
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valeurs  de  /  fortiicnl  eu  quelque  soile  deux  spirales  qui,  d'une 
part  s'éloignent  à  linlini,  (>t  d'autre  part  se  rapprochent  indé- 
finiment de  l'oriiriiie.    De   Torisine   comme  centre,   avec   des 


îayons  éi;aux  aux  modules  d(;  <7  "  et  de /^  '  ,  //désignant 
vui  nombre  entier  quelcoîKjue .  déeri\ons  deux  cercles,  la 
fonction  À  sera  développable  en  une  double  série  convergente 
suivant  les  puissances  entières,  positives  ou  négatives  de  la 
variable  t  entre  ces  deux  cercles.  Tl  est  aisé  de  voir  que  quand 
'c  point  t  tourne  indéfiniment  sur  une  circonférence  ayant 
pour  centre  1  origine,  le  point  z  décrit  une  droite  infinie 
parallèle  à  la  direction  ',■>.  Il  en  résulte  que,   si  l'on  remplace 

t  par  e  '"  ,  on  aura  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  l'exponentielle  et  que  cette  série  sera  convergente  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  situées  dans  la  bande  déterminée  par  les 
parallèles  à  la  direction  o),  menées  par  les  points 


z  =  {'2n—  i] 


=  (  2  //  -f-  I  ) 


îl  faïuiia  une  série  particulière  pour  chaque  bande. 

Supposons  d'abord   /?=o,    le  développement   relatif  à    t 

s'effectuera    entre    deux    cercles 
ayant  pour  rayons  les  modules  de 

—^  et  de  v/;.  et  relativement  à  z 

entre    les    parallèles    G'G,    H'H 
H      {fg-  ^-7)  menées  à  la  direction  oj 

par  les  points  z  = ■>   z  =  — • 

La   fonction    À  (s)   étant   impaire 
et  changeant  de  signe  quand  on 


^^-^-r- 


augmente  z  de  -  •>  on  a 


0=2   A, 


[r 


-{■im 


1  tS  1  I  \  r,  E   ]  V . 

ÎTJi.    \  i)ici   comiiu'iii   on   priil   (léterminci'    les    coellicieu(r< 
«le    cette   st'-rie.    Après    a\oir   niulli[)]!<''   tous    les    termes    par 

i'-  ,  intégrons  ne an —  siiivanl  le  eliemin  rec- 

2  2 

tiligne  A'A,  nous  aurons 

0) 

}       /^       2  (  a;;?  ^   1  1 

A,,,-- /  \{z).  c  '"    ,1-^ 

f.)   / 

Portons  clans   la  direction   u{  la  Joni?;ueur  OB  égale  à   «'w'  eJ 
considérons  1  intégrale 


~l^' 


prise  le  long  du  contour  fermé  A'ACDA',  tracé,  comme  l'in- 
dique la  ligure,  de  manière  à  éviter  les  infinis.  La  fonction  re- 
prenant la  mèn^e  valeur  aux  points  correspondants  des  deux 
lignes  AC  et  A'D,  les  parties  de  l'intégrale  relatives  à  ces  deux 
lignes  se  détruisent.  D'un  autre  (  ôté,  si  l'on  augmente  n'  indé- 
tlninu^nt.  la  partie  relative  à  CD  devient  nulle;  car,  si  l'on 
pose  z  -=i  u'')}' -{-  z\  on  voit  (juc  l'intégrale 


/  {  -i  «J  -4-  I  )  


37r  "  ' 

—  n"  ' 


relative  à  celle  ligne  diminue  indéfiniment.  L'intégrale  prise 
le  long  du  contour  fermé  se  réduit  donc  à  la  partie  A'A. 

On  sait  qne  le  résidu  relatif  à  Taire  plane  A'ACD  est  égal 
à    la    somme    des  l'ésidus   lelalifs  à   tous   les    infinis   compris, 
dans  cette  aire  plane.  Ces  infinis  sont  disposés  en  deux  files 
rectilignes  OB   et   AC.    Pour  passer  de  la  première  file  à  la 

seconde,  il  suilit  d'augmenter  z  de-:  /{-)  ci   l'ex-poni^ntielle 

(  2  ///-  -î-  I  )    ' 

c:^  '"     cliangeant  de   signes  <à  la  i'ois,   leur  produit  re- 

prend  la    même  valeur,   et^  par    conséquent,   la  seconde  file 
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cloiuie  K's  mêmes  résidus  fjuc  la  première.  Un  inlini  (iiu'Icdp.- 
que  de  la  preniièic  (ile  est  de  l.i  ff)rme  (2/i  +1)  — ;  si  l'oii 
pose 

1 


il  Vient 


/  ,.[Z  ) 


et  1  on  a  à  calenli  I  l'iiilreralc 


'T«  ' 


!  I/;  -r-  I  , 

7  /     r3~ ^^'i 


le  long  d  un   petit   r(r<lr   déciÏ!   autour  du  ]X)iiit  (2/2 
ce  qui  donne 


■?.T.I 

>  n  -t-  ! 

ni  -^  I  ;  — 

/...    '^ 

■ 

On  a  ainsi 

A«  =  — 

il!  y  .y 

i  —  7'"'^ 

et.  par  suite 

1 

m  =  -y; 

(WV           -,. 

^"v'7    V 

— — -,  sm  !  2  m 

01 

loo.   De  cette  série  établie  pour  la  bande  rompiise  entre 
les  deux   parallèles    menées  à   la  direriiou   o)   par  les  points 


2  y. 

on  déduit  aisément  celle  qui   convient  à  la   bande  comprise 
entre  les  parallèles  menées  par  les  points 

(  2  «  —  T)  oj'  r  2  n  4- 1  )  to' 

z  =  ^ '- —     et     2  =  5^ '—  • 

2  2 

Car  si  1  on  pose 


l8o  l.l\l!  E     IV. 

]a  iiomelle  vaiiabU;  z'  icskiiu  conipiise  dans  la  pK.'iiiiôie 
bande,  on  pourra  appliquer  la  formule  piéccdente,  ce  qui 
donne,  en  remplaçant  c'par  z  — wa'^ 


[VII)  >(^)  =  ^^^':/ 


sni  (  •}.  m 


'H- 


in  no 


DévcIojypvDiciU   (le.    la    j'onch'ou    u.. 

150.  Les  mêmes  considéralions  s  appliquent  à  la  tonelion  ^u. 
Celte  fonction  ayant  les  mêmes  inlinis  ipie  la  Ibnction  A,  lo 
développement  s'effectuera  daus  les  meuies  liandes.  Cette 
Ibnction  étant  paire,  et  cbang(>ant  de  signe  (juand  on  augmente 

z  de  -7  le  dcveloppemcnl  sera  de  la  forme 


F{3; 


yB„, 


i'-'  w.'-i- 1  ) 


-\~e 


—  ('JW-l-l) 


Va\  nous  bornant  à  la  picmière  bande,  uous  déterminerons 
eomnie  précédemment  les  valeurs  des  coefficients,  et  nous 
aurons 

IX  a    -.    =  -— ^      >     ^-^^  ces    2  ;w  4- 1 


DévelopfH'ffneiH  de  la    fonction,   v. 

i57.    Celle  fojiclion  étant  paire  et  admettant  pour  piemlère 
période  -1  le  développement  auia  la  forme 

i  m  T  zi  l^nt-K  si 


v(s)  =  C,  +  2],C„ 


INoiis  nous  bornerons  encore  à  la   piemière  baiule,  com[)ris 
outre  les  parallèles  G' G  ^  H' H  ( /%  iH).  En  intégiantde  — 


4 


DÉviaoi'     DL-s   roNH.   i:LJ.ir.  k.\    sliiii.s  cirvCUL\iKr>. 


iSi 


à  -  ■>  siiivatilli"  (Itcmiii  n(  liliiiiic  A'  A.  (tii  a 


^1     I 


Vicnons  la  loncruour  AE  ésalc  à  co',  cl  coiisidôroiis  1  iiil(''i;ial( 


-    I    v[z)dz,  prise  le  loni;  du  (oii- 
l^--       Unir  fermé  A'AEF^  les  poi  lions  ic- 


lalivcs  aux  côtés  AE,  FA'  sedctriii 
scnl:  la  foiiclioii  v(^)  changeant 
(le  signe  <|nand  on  aui;nienle  z 
(le  fi)',  la  partie  relative  à  l'-l  est 
épale  à  celle  relative  à  A  A:  ainsi 
la  (|uantilé  2i\  est  égale  à  l  inlc'- 
giale  prise  le  long  du  contour  dti 
])aralIé!ograinnie.  contour  rpic  I  on 
jH  lit  réduire    a    un  kmcIc  inliniment    petit   décrit    autour  du 

poiul  "  =  —  bi  Ion  pos(; 


on  a  (n"  UK)) 


(^ 


y-  (  z'  ) 


'  [  l  on  obtient  —  pour  xalcni  (!<■  linli-grale ,  ce  <p»i  donne  le 
premier  coeOicienl 


On   obtiendra    les   auttcs   (oeHieienls    en    ijil(^2ianl   suivant 


I  niTT  :t 


A' A  ,  après  avoir  jnullij>lié  pai  c     '"      ,  ce  fpn  donne 

~  I III  —  ;i 

(%„  =  -      /  .(z)r       '■'       riz. 


i02  LIVRE     IV. 

Prenons  la  iongneui'  AC  éi^ale  à  n' (j)\  et  considérons  l'inté- 
grale prise  le  long  du  contour  du  parallélogramme  A'ACD;  la 
partie  relative  à  CD  devenant  infiniment  petite,  quand  n' 
augmente  indétiniment ,  il  suffit  d'évaluer  les  résidus  relatifs 
k  la  file  d'infinis  situés  dans  ce  parallélogramme.  Si  Fou 
pose 

Z  =      2  //   +-  1  ) h  Z  , 


ce  (pli  coMîiuii  à  1.!  valeur 

tr,:~    ^^—      >         —  I  )'■■  ff"".  -•"--  J   =  2 i 

et  l'on  obtient  ainsi  la  fornuiie 

(X)      . 


i=j  =  —    '+4 


i  -i-  <{-'" 


Développement  de  la  Jonction  Vî[z). 

îo8.  Les  infinis  de  la  fonction    w  (z)   sont  les  zéros  de  la 
Fig.  29.  fouction  fJt  (z)  -,  ils  sont  représentés 

par  la  formule 

c  —  (  2  /»  +  !  )  -  +  //  w'  ; 
4 

à  ces  infinis  correspondent  les  va- 
leurs ^  =±  iq"  ;  le  développement 
sera  convergent  entre  deux  paral- 
lèles à  la  direction  w  menées  par 
les  points  2  =  7i  0/,  z  ^  [n  -\-  1)0/. 
Considéi'ons  en  particulier  la  bande 
comprise  entre  les  parallèles  G'G, 
H' H,  menées  parles  points  ;î  =  o  ,  ^  =  w'  [Jig.  29). 

Afin   de   transporter  Toiigine    au   milieu  de  celte   bande. 


DiN  i-.ior.    i>i>    loAcr.    K.i.Lir.    en  si:iaK.s  ciuci  laiuks.    iS;> 


}M).SOIl? 


don   (il"  102! 


La  qucslioM  ifvîciit  donc  à  dévcloppi'i  la  loiu  lion    -— -^r  dau^ 

1  V  {  3   ) 

la  bande  comprise  enlre  K'>  parallèles  meiiccs  par  les  point 


Celte  fonction  tMant   paire  et   admeltanl  la  période -j  le  dé\e- 
loppemenl  est  de  la  forme 

i  m  -  z  t  )  '"  -  --  ( 


D„-f-2a 


+(-' 


L'intégration  le  long  du  concours  fermé  A'AEF  donne  le  pre- 
mier coefficient  Dp-,  l'intégration  le  long  du  contour  A'ACD 
donne  un  coefficient  quelconque  D,„.  Ou  obtient  ainsi  la 
série 


I          2  7T 

V  (  z'  i  A'  M 


l  -+- 


4  >  (  —  «  /  — f"os 


On  en  déduit 


iXI)o(z)=^ 


»»  =  I  J 
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DES    QUADl'.ATL'RES    ELLIPTIQUEJr 


139.    Consldéious  une  intégrale  dëtinie 


f 


tlans  laquelle  J  [z)  désigne  une  fonction  nionodiome  double- 
ment périodique  de  Tordre  n.  Si  l'on  remplace  celte  fonction 
])ai'  son  expression  au  moyen  de  la  fonction  du  second  ordre 
/  [sz,h),  qui  admet  les  mêmes  périodes  (n°  78),  il  viendra 


L 


dz 


—      j  --(Iz-^       l         1-^  (Z  , 

.1      L  .1  L 


L,  M,  jN   étant  des  polynômes  entiers  en  1  [g^)-  L^i  seconde 
intégrale,  pouvant  être  mise  sous  la  forme 


s'exprimera  aisément  au  moyen  de  la  fonction  X.  Quant  à  la 
première,  on  peut  la  ramener  au  cas  où  la  fraction  rationnelle 

—  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  1.  On  a  ,  en  eft'et^ 

M  _ M' -hM"i  _  (!\r-)-ivra)  {\J  —  V'i)  _  p  +  q>i 

L~  V-hV'l~  L'^  — L"n^        ~  "~        R       ' 

L',  L",  M',  M",  P,  Q,  R  étant  des  polynômes  pairs-,  d'où 

dz 


r^Mdz      r' Pdz       r^QAr, 


On  obtiendra  cette  dernière  intégrale  en  la  mettant  sous  la 
iorme 
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Il  reslc  à  étudier  1  iiilc'i^ralc 

r^  vdz 

i  '^' 

clans  laquelle  P  et  K  désignent  des  polynômes  pairs  en  À. 

160.   Avant    d'aller    plus    loin  .    nous     tiailerons   queUpies 
exemples  particuliers.  Soit  Tintégrale  définie 


f[z)~    I       l{z)(lz, 


dans  laquelle  nous  supposons  le  paramètre^  égal  à  1  uniié.  La 
i'onctiony^(2)  n'est  pas  nionodrome;  lorsque  z  tourne  autour 
de  l'un  des  points  qui  rendent  la  fonction  X  infinie,  elle  s'ac- 

croit  de  ±——]  mais  la  fonction  F(^)  =e''-'^-  esimonodronie. 

Des  deux  intégrales  rectilignes 

0  Jo 

la  première,  ayant  ses  éléments  égaux  deux  à  deux  et  de  signes 
contraires,  est  nulle;  la  seconde  (il  est  bien  entendu  que  Ton  é\i  te 

1  infini  par  une  petite  courbe)  est  égale  a  ±:  '-^:   si  l'on  va  de 

l'origine  au  point  z  par  le  chemin  recliligne,  ou  au  point 
mw-h  2«w'h- z    par    la    ligne    brisée    nioi  -h  2n(à' 


tilH^         XJilO^^K^        lll\JJ    — I         ^li,\XJ     ~[         *^   , 


on 


obtiendra  la  même  valeur  de  F  (s)  :  cette  fonction  admet  donc 
les  deux  périodes  w  et  2  'si' . 

On  obtient  aisément  l'expression  de  la  tonelion/(s)  à  l'aide 
des  fonctions  elliptiques.  On  a  ,  en  eiïet, 


>y- 


dy.  I  J/i'-'  4-  A- a-  —  f;  ■j. 

--     T    lOii      —. '- 


lf^"  +  /=«^  '  ^ 


d( 


_(%,.),.=  ■„,,  iM-^Mi], 


l8t)  \A\l\E   I\. 

L  inîégiiilc  (iéliuio 
se  raïuèuo  à  la  précédenle.  Si  Ton  pose 


On  oblieiU  aussi  très-aisément  les  intégrales  suivantes  ; 

r^  I 

(3j  I      p,  (2)  c/c.  =  -  arc  sin  Xa  (s), 

(4)  '  .1      V  (s)  ^/^  =  arc  sin  A  (  s) , 

(5)  i         f.   {  -,  —  Z]   dz  ■=  -—  ÏQCI  LJ , 


=  -  loir —4 


1  1  —  A 

1(51.  Considérons  maintenant  1  intégrale  définie 


-L 


/{z)=       r-{z)  dz. 

«/o 

Quand  la  variable  tourne  autour  de  l'un  des  points  qui  len- 
dent  /infinie,  X^  ne  renfermant  pas  d  infiniment  grand  du 
premier  ordre,  l'intégrale  définie  est  nulle  et  la  fonction 
f  {z)  reprend  la  même  valeur  5  c'est  donc  une  fonction  mo- 
nodrome  impaire  qui  admet  comme  infinis  simples  ceux  de 
À.  Mais  elle  n'est  pas  périodique,  parce  que  les  intégrales  rec- 
tilignes  de  o  à  w  ou  de  o  à  w'  ne  sont  pas  nulles. 
Nous  avons  trouvé  au  n"  1-41  l;i  rclaliou 

d-  loL'Ô,  (z)  ,    .     ,  .,        ,„,   , 
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Uii  eu  (léduil 
(7: 

Ou  a  de  lucnio .  en  veriu  des  relalious  analogues, 

lO\  r'        <l'  l  '-'X       n  r^/   loi»  6,  (z)' 

I 

(9)  ~ 

(10) 


'1 


l"*"     <-/3  2  &;  (  O  j  I     ri  log  Ç»  (: 


/?'-         r^      dz 


162.   Occupons-nous  actuellement  de  Tinlégrale  définie 


l        I  —  n  '/.'  [z 
^ous  avons  trouvé  au  n'^  113  la  relation 

0,('«-l-z)6Ja  — s)_    _  >,^(2) 

En  prenant  les  logarithmes  et  différentiant,  on  en  déduit 

b'Jy.-+-z)  _9'^(a—  z)  ^)  _     2).  (2)/' (s) 

9,  (a -h  3;  ~~  93(^  —  3)  ~  ^  &7izl  ~~  >.''{z)  —  V{a.)  ' 

si  l'on  permute  les  lettres  s  et  a ,  il  vient 

9',{z-ha)         6'Jz— g)  &',(«)_    2  A  (a) /'(a) 

^3(3  +  ^)  ~  0,(3-  aj  ~  "  Ô7(T)  ~  V(a)  —  A'(3)* 

De  celte  dernière  relation  en  déduit  par  1  intégration 

r'         d-  _         ^G,(a)Q'.(a)    ,     I   À  (g)  63  (g  +  s) 


P(«) 


Si  Ton  fait  /.-(a)=:-,  on  aura  lintégrale  cherchée. 

JNous  avons  trouvé  aussi  au  n°  143  la  relation 

9,(a-f-3)Q.^a-3)  ,, 


iSS  LIVUE    IV. 

On  en  déduil,  en  dillérenliant  par  iaj)poil  à  a, 

e',(z-f-a)         Q',(s—  g)  0\{x)  __         ?, /,n  (  a)  a' (a)  a- (s)  _ 

(J,{z  -h  «;  ~  0,  {3—  «}  "~  "*■  0,(a)  ~  "     1  —  /■•A-'(a)  >'(?.)   ' 

•  Fou 


r^ 


A'V{x)V{z)         ~     G,(a)        2      ''Ô,  (z  +  al 


0,  (z  +  a) 

Si  l'on  fait  À''  (a)  :=  -^5  on  aura  eneore  l'inlégrale  ehciehée. 

Si  le  module  A  est  réel  et  moindre  que  l'unité,  et  le  para- 
inèire  a  aussi  réel,  on  emploiera  de  préférence"  la  formule  (11) 
lorsque  le  paramètre  a  aura  une  valeur  positive  plus  grande 
fjuc  l'unité,  et  la  formule  (i3)  lorsque  la  valeur  de  a  sera  posi- 
tive et  moindre  que  k'- ;  de  celle  manière  la  coiislanle  a  sera 
réelle.  INJais  il  est  deux  cas  où  1  on  ne  peut  éviter  les  imagi- 
naires, ce  sont  ceux  où  le  paramètre  a  a  une  valeur  posilivi' 
(  omprise  entre  A'  et  l'unité,  ou  bien  une  valeur  négative.  Ces 
deux  cas  se  ramènent  d'ailleurs  l'un  à  lautre.  En  effet,  si  l'on 

remplace  z  par  7  —  r'  on  a 

4 

f      ^  r         i-pr'{z') 

J    i-aV{z\  J    i-~a  +  {n  —  /,-')y{z')'^ 

/>■'         .  a  fi" 


f.'  {y-.n)(a  —  /<■ 


I  osoJis  «  := .    1  eciualion    i)recedenle    ramené    1  une    .1 

1  —  (i  ^  *■ 

1  autre  les  transcendantes  qui  correspondent  aux  deux  para- 
mètres a  cl  (i  .  Si  a'  est  négatif,  a  est  positif  et  compris  entre 
A-  et  I . 

'16r^.   Les  intégiales  (juc  nous  avons  étudiées  dan.'^  les  deux 
numéids  prc'iédcnls  suilisent   poui   détcrminei   1  inlcgralc 

J\{V)<k.. 


DES     UUADUATUf.KS     1  l.l.l  l' l  IQU  ES  .  \Si) 

la  luiHliuii  lalioimcIK'  1'  (X-)  se  dt'CDmposc  eu  [iuilus  df  l.i 
turme  AX'"',    m    ctaiil    p(»5,iiir  nu    ii(''i;alil,  ri    vu    Icrnirs  de    la 

forme  ^ >    ///  claiil    no^ilil.  Occuixiiis-iioiis  <l  ahoi'l  des 

().M-rt)"'  '  ' 

tenues  de  la  première  -.orlc 
On  a 

tJ  l'"  il  >. 

=L  m  i!"    '  — 5 

dz  dz 

d'y        ,     d'\    '     ,         ,  .„  ,  lcn\ 

dz'  dz-  \  dz  I 

,  d\     d-l  ,  , 

el,en  remplaranl  — -   -—  par  leurs  \aleurs, 

'■  dz      dz 

d-  y 

— -  =  m  {m  —  1)  )-'""■-  —  7?i-  (i  -+-  k'  )  a"  +  in  (/?/  H-  1  )  /i   i'"^''  ; 

d'où 

,4)         'i±!— ;;,(,„_,)     I     )".-',/3_,;/.>(,+A')       T  A"'  r/z -(- W  (  W  +  I  )  X  '     j    ^^'dz. 

A  Faide  de  celte  équation,  ({uand  on  eonnailra     1   l'"~''  rfz  cl 

/  '/.'"clz,   on  pourra  calculer    |  /"'+-r/z,  et,  de  même,  (juaui! 

ou    connaîtra      /    7.'"'^- riz    et       |    l"'(Jz.    ou    pourra    calculer 

1  X"'~'  r/s.  Toutes  les  puissances  paires,  positives  ou  négatives, 
se  ramènent  ainsi  aux  deux  iutéirrales 


r  (iz         r 

J  '-M^)     J     ^  ■ 


que  nous  avons  exprimées  à  Faide  des  fonctions  0  (n"  161). 
(]es  deux  intégrales  se  réduisent  d'ailleuis  à  une  seule,  en 
vertu  de  la  relation  (n°  141) 

<■/■  lo:r  A  ,   .  I 

dz'  A- 

d'où 

f/iouA     .    r.  .      r^iz 


dz 


L 1 V  U  E     I  \  . 


164.   Occupous-îious  mai  menant  des  ternies  de  la  seconde 
sorte.   Désignons    par  y   la   fonction    doublement   périodique 

X^  {z)-i-n,  dont  les  périodes  sont  -  ei  w'  et  qui  admet  Tin- 

fini   double  —  Si.  dans  1  équation 

2  ' 

on  reiujdace  À-  par  y  —  ci .  il  vient 

i%)   "'~  ^''^'  ^  Ci  +  /-■)«  +  /.-«M 

—  4[i  -h  2a  il  +  P)-^3A'-a-]y 

—  4  (  1  -4-  -<'■'+  3  /-  a)  >■'  H-  4  '^ '.>  S 
«■/IcgjA  -' 4 '^  [ '  -^  (  '  -^  /.- )  ^7  -î-  X'  /7-] 


:.5) 


4  r?  +  2rt  (I  -i-  /,■-)  +  3/-r/-i 

Y 

r/-  log  j  4  '^  [  '  +  (  '  -+-/')«-+-  >^-  «■  ] 

2  [ I  -J-  2 «  ( r  -h  /,- )  -i~  3  /■  ' a-] 


4-   2^^J. 


Cette  équation  donnera    1    -^5  connaissant    i  -^(n"162). 
De  r équation  (i5),  on  déduit 

^=  2[i  +  2a(i-l-  ^-=^  +  3/^-'«^]—  4(i-l-  ^'  +  3/-r7)  rH-6<=j-'; 
(iz- 

l'on  remplace  (  -r- )    et  -t-7  par  leurs  valeurs  dans  l'équa- 


SI 

tion 
il  vient 

. ...    <r 

dz-"- 

-+-  im  il  m  —  \)\\+  1(1  (  I  +  A-  )  4-  3  fr  a'-]y"'~'' 

—  4  '«'  [1  -T-  /?■'  +  3  /,'a]r"'  +  2w?  (2w  H-  i)  /' r""^'. 


^lOj       —pp  =  —  4"'('"  — 1)  «  [1+  fn-  /■-)  «  +  /-^rt^]  j' 


DKS     (^)l,  ADUA'l'l  r.F.S     II.I.  I  l'TIQ  t  KS.  KJl 

l-'.ii   lais;nil   sdCcessiN  emoiil  m  =  —  r,   ,'/i  =  —  .>,..,   on  <l('-- 
(liiiia  (le  celte  équation 


rdz  r<lz 

J   ?'        j    ?'•■■■ 


f)cs  trois  irafiscciulanlcs  de  Legcndre. 

lOo.    On  reneonlr'e  souvcMit  dans  les   applications  des  inté- 
grales de  la  forme 

./■/('•.^)^/'-' 

<Ians  la(juelle  11  désii^ne  la  racine  caiice  d  un  })olvnome  en  x 
tin  troisième  ou  du  (jualiième  degré,  et  /  une  fouctinn  ration- 
nelle de  X  et  de  li.  (lelle  Ibnction  pouvant  s  écrire 

■  '      '        P-t-  QR  P^-  Q2R2 

]M,  IN,  P,  Q  étant  di's   polynômes  entiers  en  .r,  F  et  F,  des 

fonclions  rationnelles,  on  a 

t. a  piomière  intégrale  sOblenant  aisément,  il  reste  à  ('tudicr 
la  second i> 


/ 


Pai'  uuc  transformation  faiùle,  on  ramène  le  polynôme  R 
à  ne  contenir  que  des  puissances  paires.  Soit 

R—  A  (.r  —  a)  (.r  —  S  ^  (  .r  —  7)  (.r  —  S)  ; 

si  Ion  ])Ose 

_  a  -4-  in 

on  aura 

tlv  [b  — -  a\  (ÎY 


R  s/A[«-a  +  (6-aW-][«-p+(è-B)7][rt-74-(é-7)j][fl-^H-(è-,î)rf 
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Ci  loii  fera  dispar.ùdc  les  puissances  impaires,  en  assnjeltis- 
sant  les  Jeux  constanlcs  a  el  b  à  vérifier  les  deux  relations 

a  —  x)  { ù  —  p)  -h-  [a  —  &  ]  [h  ~  y.  )  =  Q  ^ 

'  '  [a  -y){b-'l)^-{a  -  'j){h~^^]  =  o, 
OU 

■2  ah  —  ■  a  -t-  j3  )  («  -4-  /;  )  -f-  2  aS  =  o  , 
2  ni)  —  (7  -h  rj  )  ( fl  +  /;  )  -1-270  =  0; 

trou 


'  7  ~t~  ''  ; 

a[i  (  7  -4-  0  )  —  70  (  a  + 


Lorsque  le  polynôme  R'  a  ses  coelïîcienis  réels,  ce  qui  a  Heu 
ordinairemenl.  ses  racines  sont  réelles  ou  imaginaires  conju- 
guées, et  les  deux  constantes  a  et  b  peuvent  être  supposées 
réelles.  En  elVet,  ces  deux  constantes  dépendent  d'une  équation 
du  second  degré,  dans  laquelle  la  condition  de  réalité  des 
racines  est 

(~ï- "<'>"■ 

ou 

Si  le  polynôme  R-  a  ses  quatre  racines  réelles ,  comme  ou 
peut  les  supposer  rangées  par  ordre  de  grandeur,  la  condition 
précédente  est  remplie;  si  les  deux  racines  a  et  (3  sont  imagi- 
naires et  les  deux  autres  réelles,  les  facteurs  a  —  y,  (5 — y 
étant  conjugués,  ainsi  que  les  deux  autres  a  —  0,  (3  —  J,  le  pro- 
duit est  positif;  enfin  si  les  quati^e  racines  a  et  t'3,  y  et  d  sont 
imaginaires  et  conjuguées  deux  à  deux,  les  facteurs  a  —  y, 
(3  —  0  étant  (  onjugués,  ainsi  que  a  —  â^  |3  —  y,  le  produit  est 
encore  positif. 

A  la  vérité  la  iranslormation  précédente  est  eu  défaut  (junnd 

x+  ^  =7  -h  ^; 
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mais,  (!;ms  ce  cas,  on  a 


.y.i 


dx 


K-  A  [.r'-  -  (a  -h  |3)  .r  +  afi  ]  [.r^  _  (a  +  fi  )  X  +  -/(î  J 

=4(^-^)-(^T1[('-"-^)-C^,)]' 

ot,  })Our  faire  clisparailre  les  termes  de  di.'j^ré  impair,  il   suffit 
de  poser 

a  +  fi 
.r--— =  r. 

jNgus  avons  supposé  le  polynôme  R^  du  quatrième  degré; 
la  même  transformation  réussit,  s'il  n'esi  (|ue  du  troisième 
degré.  Soit 

R-  =  A  (  .r  —  «''(•!■  —  P)  [-^  —  V  )  7 
en  posant,  comme  prc'cédcmnietit, 

a  -\~  bj 

on  aura 

fb  —  a)df 


VA(i  +  r)[«  —  c>L  -f-  {b  —  o^)r][a—  fi  -h  [b  —  (;i)f][a  —y  -h  {  b  —  '/)  )] 

et  l'on  assujettira  les  deux  constantes  a  et  b  à  vérifier  les  deux- 
relations 

a  —  y.  -i-  b  —  '/  rz:  o, 

{n-<^){b-y)-h{a-y){b  -^;i)r=o; 
d'<n\ 

a  -r-  b  z=z  o,  j, , 

ab  —  a  (fi -+-•/)  —  ^7. 

La  condition  (a  —  [tj)  [y.  — y)  ^o  étant  remplie,  on  trouvera 
pour  les  constantes  des  valeurs  réelles. 

Lorsque  le  polynôme  est  du  troisième  degré,  on  opère  plus 
rapidement  la  transformation  en  posant  x  =^  y. -\-  y",  a  dé>i' 
gnant  une  racine  réelle. 

Nous  admettrons  donc  que,  dans  1  inlégrale 

,    ,    dx 


f 


R 


le  polynôme  R'  ne  renferme  ({ue  des  puissances  paires,    Ou 

i3 
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peut  supposer  aussi  (jiie  la  tbncliou  ralionuelli'  F  (x)  iic  rou- 
ferme  elle-même  que  des  puissanees  paircîs-  car  si  Fou  met 
celte  fonction  sous  la  forme 


P-t-Qo-  p2_Q^r^ 

=  F,(,r^)  +  ,rF,(a:'), 

M,  N,  P,  Q  tiésignant  des  polynômes  pairs,  F^  et  F5  des  fonc- 
tions rationnelles,  on  a 

On  obtient  aisément  la  seconde  iîitégrale  en  posant  x'  =  y-, 
il  reste  donc  à  étudier  l'intégrale 


/ 


F  .>■■)  — , 


dans  laquelle  R  désigne  la  lacine  carrée  d  un  polynôme  pair  à 
coefficients  réels, 


R  =  y/A  (1  -1-  mx'')  (  !  4-  ni'.c')  . 

166.   Nous  nous  proposons  maintenant  de  réduire  ce  ladica! 

à  la  forme  v^(i — ^^^)('  —  ^^'^')-,   qiii  convient  aux  fonctions 
elliptiques,  et  de  manière  que  le  module  A  soit  réel  et  moindie 

que  I  unité.  Il  faut  pour  cela  transformel-  1  expiession  —  en  une 

autre  de  la  forme 

dl 


Il  y  a  plusieurs  cas  à  distinguer,  suivant  (pie  les  trois  coeffi- 
cients A,  m,  m'  sont  positifs  ou  négatifs, 

I*''  Cas.   A  =  a^,  «i  =  —  /V,  ?n'  =  —  A'-,  h  ^  //.  On  posera 


/i.r  =z  >, , 

d'où 

ff.r  (il 


2*^^   Cas.    A=rt-,   171  =  —  /f-,   m' =  h'- .   Le    radical   n'étant 
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K'cl  (|ii  ;iulaMl  (|U('  X  varie  de;  o  l\  j -,  on  posera 

/t.r  =  v/i  —  l\ 
d'où 


"^''■+''"\/'-'''(-/OT") 

i^*"  Cas.     \  =^  à\    nL  =  lr.^    ni'  =  h'''^    h'^h'.    x   pouvant 
varier  de  o  à  oo  ,  ou  posera 

d'où 

f/j7  d  ) 


./Y(.->.')(.-''-^: 

4'    (fi^-   A= — rt%    m=  — /i-,    //// =  A'^.   ,x   variant  de  y 

à  co  ,  on  posera 

I 


/u:  = 


d'où 

dx  d  '/. 


.v*-H/,'y(,->.)(,-^.x.) 


s*"  Ca.v.  A  =  —  a',  m  =  —  /r,  m'  =  —  /i'-,   A  ^  /«'.   .r  va- 


nant  de  7  '*  t7'  "^^i^  posera 


d  où 

d.T  —  d\ 


Nous  laissons  de  côté  le  cas  où  le  radical  serait  toujours  ima- 
ginaire. Dans  toutes  ces  transformations,  le  module  est  rëel,  et 

i3. 
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moindie  qiio  1  uniU'.  L  Intégrale 


f 


FW^ 


est  ainsi  lameiiée  à  la  forme 


/■. 


/i^')^' 


Al  représentant,  comme  à  I  ordinaire,  le  radical 


Cette  intégrale  est  celle  dont  nous  nous  sommes  occuj 
commencement  de  ce  chapitre;  car  si  Ion  pose 


~  =  dz, 

A  /. 


}.  désignera  la  fonction  ellipticjue  À  (^,  A),  et  Ion  aura 

J/c,.)^  =  J/(-,.n,/.. 

167.   Il  résulte  de  ce  (pie  nous  avons  dit  aux  n"*  1{)3  et  16i, 
(pie  toutes  les  intégrales  de  la  forme 

dépendent  des  trois  intégrales 

r     iLr  Ç    .r^  dx  i  '  dx 

I       Ix  I        iSx  I       (r — fix-)  \x 

(Vest  en  cliejcha?it  à  i«^duire  l'intégrale 

/[x,R)dx 


P 


à  ses  éléments  les  plus  simples  (pie  Legendre  a  été  conduit  aux 
trois  transcendantes  dont  nous  venons  de  parler.  Pour  lui,  a: 
était  la  variable  indépendante,  cl  la  valeur  de  l'intégrale  la 
fonction.  11  a  abordé  ainsi,  par  les  fonctions  inverses,  la  théorie 
des  fonctions  doublement  péricdicpies.  Aussi  la  double  périodi- 
cité, qui  est  le  caractère  fondamental  de  c(  s  fonctions,  lui  avait- 
elle  échappé  complètement. 
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T. a  prciiiiéic;  ir.iMsccntlaiilc  osl  l'inverse  de  ce  r|ue  nous 
^jppelonsla  fonction  elliptique  /.  ^  si  x  =  l{z)^  elle  auia  pour 
%aleur  la  quantité  z  que  l'on  pourra  augmenter  de  multiples 
des  périodes  w,  w',  suivant  le  chemin  suivi  dans  l'intégration. 
Ayant  adopté  un  signe  pour  désigner  une  fonction  directe  ,  il 
convient  de  le  modifiei-  de  manière  à  représenter  la  fonction 
inverse.  INous  ferons  précéder  le  signe  de  la  fonction  directe 
<le  la  lettre  I,  initiale  du  mol  inverse.  Ainsi  nous  écrirons 

.r=r>,  (  z),        3  =  1).  (.»:). 

D'apiès  cela,  on  a 

La  seconde  îransccndante  a  été  «alcidée  au  n''  1(>1:  ou  a 
trouvé 

I   -^=\   ^■^"^)^''^  =  -ir'-¥ — Jz — 

La  troisième  transcendante,  mise  sous  la  forme 
r^  d.r  __     Ç'-  dz 

a  été  trouvée  aussi  au  n°  162. 

C'està  Jacobi  que  l'on  doit  l'expression  si  remarquable  de 
la  seconde  et  de  la  troisième  transcendante  <à  l'aide  des  fonc- 
tions 0. 

Legendre  simplifiait  un  peu  les  tmis  intégrales  précédentes 
(  n  posant  (  108) 


On  a  alors 


./< 


/^  sin'  w 


1       x'' d.i  /    ■         sm^^^-Z^p         _i^     / 

'-hf 


d'v 

a  sin'  <p)  \fi  —  A-sin-a 
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et  les  trois  intégrales  se  ramènent  aux  trois  suivantes 

(I, 


II  : 


un 


Ce  sont  là,  à  proprement  parler,  les  trois  tonetions  ellip- 
tiques de  Legendre.  Il  représentait  la  première  par  le  sym- 
bole F((jj,A),  la  seconde  par  £(9,  A),  la  troisième  par 
n  (  cp ,  A  ,  «  ) . 

On  a  donné  à  ces  intégrales  le  nom  de  jonctions  elliptiques  , 
parce  que  la  seconde  donne  la  longueur  d'un  arc  d'ellipse.  Soit 
en  effet  l'ellipse  ayant  pour  équation 
.r-         )' 

-  -^-  "t;  =  •  ; 
(i-        h' 

on  peut  poser 

,r  =  a  sin  tp ,         >  =  è  cos  ^  , 

et  la  longueui-  de  l'arc  d'ellipse,  compté  à  partir  du  sommet 
du  petit  axe,  a  pour  expression 


s  z=  a    I       V  I  —  <?'  sin'  'p  <^(p , 


e  désignant  l'excentricité  de  l'ellip^^e.  L'angle  (p  a  une  signifi- 
cation géométrique  très-simple;  si,  sur  le  grand  axe,  comme 
diamètre,  on  décrit  un  cercle,  que  de  rextrémitéde  l'arc  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  le  gran'd  axe,  et  que  Ton  pro- 
longe cette  ordonnée  jusqu'à  la  rencontre  du  cercle,  le  rayon 
qui  va  du  centre  à  ce  point  du  (  ercle  fait  avec  le  petit  axe 
langle  (^. 
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108.  Considéions  la  f'onclion  moiiodronu'  doubletnent  pério- 
dique 

tlans  laquelle  nous  regardons  t  comme  une  constante  et2  comme 
la  variable.  Cette  fonction  impaire,  qui  a  les  mêmes  périodes 
que  ^(2),   admet    quatre  infinis,    savoir.^    les    deux    infinis 

z  z= t  et   z  ^= t  ac  f.  {  z  -Y- 1) .  (il  ies  deux  intinis 

2  2  ^  ' 


z  = hé  et  2  = h  t  de  liz  —  t).  Elle   admet  aussi 

2  2 

quatre  zéros  :  en  effet ,  pour  (\v\Qf[z)  soit  nulle,  il  faut  que 

\[z^t'=—\{z—  t)  =',.{t  —  z), 

ce  qui  exige  que 

z  -\-  t  ^=  t  —  3  +  m'->  -h  n  w'^ 


3  -f-  r  = { t  —  s  I  -f-  /«  0)  4-  «  M  ; 

2 

,  .  ,  ,.    .  0)  ///C.1  //!••)' 

mais   cette   dernière  condition    /  =  ^  H 1 ne  ncnl 

422' 

.ivoii-  lieu,   puisque  t  est  quelconque  ;    la  première 


2  2 


donne   lc>  (|uatre  valeurs 
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de  ces  quatre  zéros  de  la  fonclion /^  (3),  les  deux  premiers 
soiilles  zéros,  les  deux  aulres  les  infinis  de  "^  [z). 

Il  est  facile  de  former,  au  moyen  de  la  fonction  ^  (-),  une 
fonction  doublement  périodique  qui  admette  les  zéros  et  les 
infinis  de  la  fonction  /  {z).  Considérons  en  effet  la  fraction 

ilz) 


[m^)->(^-')]['.w-^^-0] 

Le  premier  facteur  du  déjiominaleur  s  annule  pour 
le  second  pour 


m'  w  -|-  w 

= y-  t     et     z  = t  ; 

2  2 


t     et     z  — '^  f. 

2  2 


ces  quatre  valeurs  sont  les  infinis  de/ (2),  ainsi  la  fraction 
admet  déjà  les  infinis  de/(^).  l.e  numérateur  s'annule  pour 


=  0      et     3  =r  — 
2 


ce  sont  les  deux  premiers  zéros  de/(2:)  \  d'autre  partie  numé- 
rateur étant  du  premier  degré  et  le  dénominateui'  du  second 
degré,  les  deux  valeurs 


z  =  —      et 
2 


qui  rendent  X  (2:)  infinie,  sont  des  zéros  simples  de  la  fraction; 
de  sorte  que  la  fraction  admet  aussi  les  zéros  de /(s).  Ainsi 
la  fiaction  considérée,  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

\[z) 


V'-'-^W: 


>.  [z] 


r,it: 


—  /,--'r-it)i(z' 


i  —  A--'V{z;V{t) 

a  les  mêmes  zéros  et  les  nu^'incs  infinis  que  la  fonction  f{z). 
Mais  nous  savons  (n"39)  que  lorsque  deux  fonctions  ont  les 
mêmes  zéros  et  les  jnêmes  infinis,  ces  deux  fonctions  sont  égales 
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à  un  latlcur  constant  près  ;  on  a  donc 

Pour  détcrniiiicr  la  constant^^-  A,  on  prendra  la  dérivée,  puis 
on  fera  z  =  o,  ce  fjni  donne  2?/(/)  =  A.  Il  en  résulte 

Si  dans  cette  équation  on  poniute  les  lettres  z  et  /.  il  Nient 

En   additionnant   ces    deux  é([uati()ns,    on  obtient  la  formule 
suivante 


:i)  y(z-i-t)  = 


k'r-iz)i-'it] 


qui  est  connue  sous  le  nom  de  7 héorètne  de  l'addilion  fies 
fonctions  eUiptiques.  La  démonstration  que  nous  en  a\ons 
donnée  est  due  à  M.  Liouville. 

t()9.  Le  même  ino(ic  de  raisonnement  permet  de  trouver 
rexpression  deu(z-|-/)  et  celle  de  v[z-\-t).  La  fonction 
impaire 

u.  (zH-/j—  u.[z~  t), 

dont  les  périodes  son!  o)  et  o/ h admet  les  infinis  de  cha- 
cune des  deux  fonctions  u.[z  +  l)  et  y.  (z —  .'),  et  par  consé- 
quent les  infinis  des  deux  fonctions  \{^z-\-t)  et  l[z — t)  , 
comme  précédemment.  Pour  annuler  cette  fonction,  cest-à- 
dire  pour  rendre  u.  [z  +  t)  égale  à  u.[z  —  /  ),  il  faut  que 

z  -\-  t  =^±[z  —  t)  -\-  nu.i  -{-  Il  \m   h U 

doiï 


2 


\2  4 
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cctle  formule  se  décompose  en  deux 

w  , 

z  =  /// 1-  «  w  , 

2 

r.  =    2  m'  4-  I    7  +    ?.  «  +  I  )  — •>   . 

4  '2 

siiivaiil  que  Fou  attribue  à  //  des  valeurs  paires  ou  impaires;  la 
première  comprend  les  zéros  de  A  (2)  ,  la  seconde  ceux  de  v(z). 
Ainsi  les  zéros  delà  fonction  proposée  sont  ceux  delà  fonction 

■j.'  [z)  ^=  —  X(z)v(z). 
On  a  donc 

■j.{z-+  t)  -^>^z  —  t)  riz  ^  ^    ^ 


l_  /('V{z)\'{t) 

Kn  prenant  la  dérivée  et  faisant  2  =  0,  on  trouve 

3pt'(r)  ~  —  A, 
il  en  lésùlte 

3)  a  Iz -^  t)  —   !j.(z t]  =1  r     \    I  r     \ 

La  fonction  paire 

p(z+  r)  +  ;^(z—  t) 

admet  encore  les  mêmes  infinis  fpie  la  précédente.  Cette  fonc- 
tion s'annulera  si 


a[z-\-  t)  =  —  'J.[z  —  t}zz=  a   \^--\-  z—  t]-, 
ce  qui  exige  que 

r.  4-  ^  =  ±:  I h  -:-  —  l  ]   -I-  w  r.i  +  //  1  w'  •+ 


2 

d'où 


_  +  ,„_+. ^__H_^. 


cette  formule  se  décompose  en  deux, 


=  {9.  fil'  -4-  1)  -^  +  r/w', 

,  w        ,  .  m' 

=  m'  — h    2  /?  •+•  II  —  ? 

2  '2 
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suivant  que  n  csi  pair  ou  inipaii.  La  première  comprend  les 
y.évos  de  (J-{z),  Ja  seconde  les  inlinis  de  )-(^).  On  a  donc 

En  faisant  z  =o,  on  Ikminc  ay(/)  =  l^-  Ainsi 

lal z)  a{t] 

et,  par  suite, 

("^  '"^/-^'^=      ,-/-'r(z)v(0     ■ 

170.   On  obtiendra  v  (z  +  ^)  de  la  même  manièie.  La  foiu  - 
lion  impaire 

v(z  +  r,  —■j{z  —  t), 

dont  les  périodes  sont  -  et  iw'.  admet  les  infinis  de  À  {z -+-  t) 
et  ceux  de  1  [z —  t)-^  elle  s'atiiudc  ([uand 

v{z-i-  f)   =  v(3~  /), 

c'est-à-dire  ([uand 

z-\-  t  =±(  z  —  t]  -h  m  — f-2/?  w  , 

2 

ou 

z  =  m  y  -\-  n  M  ; 

4 

cette  lormule  se  décompose  en  deux, 

M 

z  =z  ni \-  /i  w  , 

2 

/  /  -    '^  r 

3=^2///     4-    I  j  y   -t-  /?  &J   , 

4 
suivant  que  ui  est  pair  ou  impair;  la  première  conqirend   les 
zéros  de  À  (c) ,  la  seconde  ceux  de  w.  (^).  Ainsi  la  fonction  pro- 
posée admet  les  mêmes  zéros  (pu-  la  fonction 

Ori  a  donc 
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En  preiiaiu  la  dérivée  et  l'aisaul  z  =  o,  on  irouvc 
d'où 

La  lonclion  paire 

'i  [z  -i-  t)  -}-  -j  [  z t) 

s'annule  quand 

•j{z-\-  t)  =  —    V  (  Z  —  /)   =  V  (  f.j'  +  z  —  ^)  , 

c'est-à-dire  ([uand 

z~r~  (  =:±[o)    4-  z  —  ;  j  4-  //.' [-  2fi(,^  , 


z  = f-  »'  -T  4-  '/  w  ; 

2  4 

celle  formule  se  décompose  en  deux, 


z=zni  — h   2 /'  +  1    —  5 

2  2 


z  =  (  2  m'  4-i)-^-f-(2«-Hi)— 5 

suivant  que  /^t  est  pair  ou  impair  :  la  première  eompiend  les 
infinis  de  X  (z),  la  seconde  les  zéros  d(;  v  (s).  On  a  donc 

Av(z) 
-J'^Z-^t)  +  v(ï  — /j  = 


1— /-a^(z)V(/) 
En  l'aisanl  r;  =;  o,  on  Irouvc;  2  v  (/)  =  A  ;  doù 

i-Az]-j\t) 


;6)  v(z-f-  ^!  4-  v(z  —  t)  = 


i-/^^vrz)v(^: 


et,  par  suite  , 

(III)  ,     v(z  +  /) 


i-/n'(zu^(0 
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171.    Des  fbrmiil<'S  piéccVIfiilcs.  on  déduit 

cl,  si  l'on  remplace  les  dérivées  pai'  leuis  valeurs, 

(IV)  „(,-^,,____^-^-^-^^. 

Ou  eu  déduit  eiuore  la  formule 

à  laquelle  on  arrive  par  la  considération  d'un  triangle  splié- 
rique. 

On  a  aussi 

y.{z)V{t)-\ie)y{z) 

,  '■■  '~        i~A-'l'{z)V{t)       ' 

et,  par  suite, 


,_  PV{z)l'{t) 

Addition  des  qtindralures  elliptiques  de  seconde  espèce. 

172.  A  la  transcendante  E  de  Legendre  (n°  167).  nous  sub- 
stituerons, avec  Abel  et  Jacobi .  la  fonction  nionodromc  im- 
paire 

•]>(')=  r  v{z\dz, 

t/O 

avec  laquelle  elle  a  une  relation  très-simple  et  nous  la  désigne- 
rons par  4'  (2J)• 
J/équation 

K{z->r  t)k{z  —  t). —  ^    '  ^   ' 


i  —  /i-'V[z)V{t} 
dans  laquelle  on  met  le  développement  àe\[z  -{-  t) ,  devient 

[\{z)l'{t)-^;{tyK'{z)]l[z-t)  =  \-'{z)-',^{t); 
si  l  on  remplace  z  par  s  +  /,  (!t  que  Ion  permute  ensuite  les 
lettres  z  et  f,  on  a 

[^z  +  t)y[z)-^r'k[zy>:{z-^t)\l[t)  =  ,.\z  +  t)-V{z). 
Le  premier  membre  étant  une  (lifférenliclle  esaote  par  rap- 
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port  à  2,  ou  trouve  eu  iulégranl 

i/o  i-'o 

Puisque 

r-{z-ht)dz=  \'{z)(h=  i  r-{z)dz—  j     V[z)<lz, 

J  t  Jo  t/0 

on  obtient  l'équation 

(V)  ■]^{z-^t)r=-^z)+^b{t)-^l{zyk[t)l{z-^rt), 

de  laquelle  on  déduit  facilement  celle  qui   a  été  donnée  par 
Legendre  pour  l'addition  des  fonctions  de  seconde  espèce. 

173.   Ou  peut  déduire  cette  formule  de  l'expression  de  la 
fonction  ■i>'(z)  à  l'aide  de  la  fonction  0.  On  a  (n"  161) 

r         \  ,    ,     ^  I     r      .„    ,    V       ■    '•^1<»JJ5,  (z)l 

(.ol  +W  =  ^:,[.9",(o)--^'J, 

et,  de  même, 

t  /  -         '    T/  w"  d\o'J  9,  (z  -+-  /)"] 


(h  J 

d'où 

• .  e,  (z+  09,(z  — 0 

•A(z-|-  ^]  +  i]>(z  —  /)—  2.!>(z)  =  —  -  


r/z 
Puisque  (n"  143) 

ô,(z  +  ?)9,  (3  —  0 

celte  équation  devient 

On  en  déduit,  en  permutant  les  lettres  z  et  t, 

^.):-iz)i{t}i'{t) 


•H^  +  0--H^-0-^-^{0  = 


pv{t)v{zy 
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Cl ,  [)ar  suite, 

^{z  -\-  t)  -  ^  {z)  -  ^[t)  =  l{z)l{t)i{z-\-  t). 

Addition  des  (nuidialuics  v.Uipn(\ncs  de  troisièinc.  espèce^ 

174.   Jacobi    a    subslituc'    à    la    iraiiscoïKlanlc  de   iroisièiuc 
espèce  de  Legendre  la  foncliun  impaire 


£ 


i  —  /■'/-  l'a)  a'.I  z] 


(Iz , 


(ju'il  lepiéseiUe  [)ar  le  symbole  II  (2,2),  la  variable  z  étant 
Vari^nii/ient,  la  eoiistanle  y.  \e  paramètre.  Cette  fonction  s'ex- 
prime aussi  à  l'aide  de  la  fonction  (");  on  a  (n"  1()'2) 

(n)  n:.,«^  =  /ii^i^^4-'  lo,''(^-='-^ 


dx  2       "  &,  (z  ^-  a) 

On  a  de  mémo 

n   ^  a  =  r 5- ^  H-  -  loi:  -!4 ^ 


</a  2      '^  Çl,  (z-H?  4-  a; 

et ,  par  suite  . 

i.  U  [z  '-\-  t,  a.)  —  n  (z,  ai  —  II    /,  a 

(12)  '     _\  G,  (r  +  a)^i  (z  +  g)  9i  (z+^—  g), 

'     ~  2    ""'  9,  (f  —  a)ô,  (z  —  a)9,  (z  +  r-ha)  ' 

L'expression 

0,(/-i-aj     6,  (z  -f-  ai  €i,(z  4-  /—  a) 


F(z)  = 


9,1'?— a)     9,  (z -^  a)  0,fz -h  /   +-  a. 


dans  laquelle  nous  regardons  z  comme  la  variable  et  ([ue  nous 
désignons  par  F  (z),  est  une  fonction  monodr&me  doublement 

périodique,  aux  périodes  -  et  'ù\  comme  on  le  reconnaît  aisé- 

2 

ment  d'après  les  propriétés  de  la  fonction  ©.  En  général,  la 

fonction 

I 

^•^(z+  y.)e(z-4-  fi) 
C-)(z-f-a')  0(34-  8') 
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atliiictlra  la  socomle  période  w'  si  la  condiûon  a  +  -3  =  a' -h  |S' 
est  vérifiée;  ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  actuel.  La  lonttiou  du 
second  ordre  F  (  z)  admet  les  deux  zéros 


et  les  deux  infinis 


z  =Z  —  t  —  Ci  -i 

2 


et  se  réduit  à  l'unité  pour  z  =  o. 

On  remarqvie  que  les  infinis  ne  diffèrent  des  zéros  que  par 
le  signe  de  a. 

175.  On  peut  exprimer  de  plusieurs  manières  cette  fonction 
F(^)  au  moyen  tle  la  fonction  /..  Considérons  la  fonction 
doublement  périodique  du  second  ordre 

/(3)=a(2)a(3-|-^) 

aux  périodes  -?  o)',  aux  deux  infinis  z  =  —■>  z  ■= 5.  dont 

2  2  2 

la  somme  est  égale  à  oi' —  (3.  Pour  exprimer  la  fonction  F  (z) 
au  moyen  de  la  fonction  J' (s),  on  posera 

et  l'on  déterminera  les  constantes  par  les  relations 

m' 
—  y.  -h  —  -\-  p=  q, 


—  t  -h  Ci  -\- [-  n  =  m'  - 

2 

-f^ 

«  4-  -  +  /^  =  7  , 

—  ;  —  a  H \-  p  =  m'  - 

-  B 

de  manière  que  les  deux  zéros  de  F  (  z  )  annulent  le  numérateur, 
et  les  deux  infinis  le  dénominateui    (n"  74).  Ces  quatre  rela- 
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lions  se  réduisent  à  trois,  el  donnent 


y  =  —  a  H *-  H 


f  —  8  w' 

7'=  a  4- ^  H ? 

2  2 


et  Ton  a 

ou 

La  valeur   de   p  est  arbitraire.  Si   l'on  fait  en   ])arli(  iilici 
^  =  ? ,  on  a 

I  -f-  A- A  (a)>,  (s)  >.  (^  —  a)  >.  (z  +  r^ 


F    z 


I  —  /■'  >,  (a)  }.  (z)  /.  I  ?  4-  a  )  A  (z  +  f  ) 


170.   On  arrive  à  une  expression  plus  simple  en  eniplovani 
les  deux  fonctions  du  second  ordre 

/(z)  =  ).(Z)A  (z-h/  +  a), 
/,.z)  =  \{z)i{z  -ht  —  a), 

qui  admettent,  la  première  les  deux  infinis 


2  "  2 

dont  la  somme  est  —  t  —  a  +  w',  la  seconde  les  deux  infinis 


Z=r— ,  zz=  —  t -\- Ci -\ > 

2  2 

dont  la  somme  est  —  t  -r-  y.-\-  co' .  Considérons  la  fiariion 
^/(^)-/('7). 


'4 
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Il  ''^  ,    ^^  1 

les     valeurs    5  =  —  t-\-y.-\ ■,    z  z=.  —  /  —  a -\ ,     rendant 

infinis,  la  première  le  dénominalenr,  la  seconde  le  numéra- 
teur, la  fiaction  admet  déjà  im  zéro  et  un  infini  de  F  (2).  La 

valeur  2  =  — 1  qui  rend   infinis  à  la  fois  le  numérateur  et  le 
2     ^ 

dénominateur,   n'est   ni  un  zéro  ni  un  infini  de  la  fraction. 

Nous  pouvons  disposer  des  (  onstantes  q  et  q'  de  manière  que  les 

valeurs  z  ■=  — a  H •>  z  =  aH ■>  annulent,  la  première  ]<• 

2  2  ^ 

numérateur,  la  seconde  le  dénominateur;  nous  poserons  pour 

cela  .    ;        . 


2 

Le  second  zéro  du  numérateur  et  celui  du  dénominateur  étant 

égaux  tous  deux  à  —  t-\ 1  ne  rendent  la  fiaction  ni  mille  ni 

^  2 

infinie.  On  a  donc 

>(z)a  (2 -f- M- «)  -  M  -  a  + '^  )  )  (^  +  ^ 


>.  (z)  A  (  z  H-  ?  —  a)  —  \\a.-\ ),  (  f  H 

ou 

l«4j  *^l-^^—  ,   _  /?■•'),  (a)>,(z)  A  (0).(3  +  ?—«)' 

et,  par  suite. 


\  : 


ri  (z  -f-  t,y.)—  11(3,  a)  —  n[t,a.) 


(VI)  —  -  1    .'  '  +><-^A(a)>(z)>^(0/(z  +  ^  +  a) 

[~  2   °^'  I  -  kh{<^)\{z)\{t)\{7+^t'^^) 

C'est  la  formule  trouvée  par  Legendre. 

177.  On  obtient  encore  une  autre  expression  de  la  manière 
suivante.  De  ré(juation  (12)  on  déduit,  en  cliangeant  le  signe 
de  f , 

n(z  —  ^k)  —  Il(z,  a)  +  Uit,  a.) 
—  A  I  „  r,  Q|(^  —  «)9,  (z+  g)  0_^(  z  —  tj-^  a  ) 
~2      =^0,(/ -H  k)0,(z  — TJoTjV^'M^a)' 


d'où 
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n ( z -f- ^) -4- n  (z  —  0  —  2  n  (z) 
—  il  ,.Q',(g  +  °^)Qi("  —  '^  +  0^iiz  —  g  — 0 

~2      "91  (z  — a)9,  (z4- a +0^' (2^-1- «  — ') 
9,  (s  —  a  -f-  f)9,  (z  — a  —  0 


=  iioy      ôMo^M^-^; 


2      ''9,(z  +  a^-?)9,  (z -ha  —  ?)■ 


et,  en  vertu  de  la  relation  (24)  du  n"  143  dans  laquelle  on 


place  z  par  z  —  y.  ou  par  s  -h  a , 


On  en  déduit,  en  permutant  les  lettres  z  et  f, 
d'où 

.        n(2  +  r,  y.)  — "(z,  a)  — n(f,  «) 

f  4      ^[i_/{-^p(f)V(2  +  a)][l  — /!-).'(z)P(f-|-a)]" 

Il  en  résulte  celte  troisième  expression  de  la  fonction  F  (z), 


(3_a)][i-X-V(z)).'(f-a)] 


(2-+-  a)]  [l  — /-•).=  (z)>.'(;-|-a)] 

178.  Nous  nous  sommes  occupés  de  1  addition  de  l'argu- 
ment dans  les  fonctions  de  troisième  espèce 5  on  obtient  des 
formules  analogues  pour  l'addition  du  paramètre. 

Voyons  d'abord  ce  que  devient  la  fonction  quand  on  per- 
mute l'argument  et  le  paraïuètre.  L'équation  (11),  en  vertu 
de  la  formule  (10),  peut  être  mise  sous  la  forme 

(17]  n(z,  a)  =  az9':  (o)  -  /,-^z^{oc)  -t-  i  log  ^|  |^  ~  ^|. 

On  a  de  même 

n  (a,  z)  =  az9';  (o)  -  ^^  a-H  ^)  +  ^  log  ^ijî^J  i 

H- 
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iCoù 


(18)  Il  (z,  u\  —  n(a,  z]  —  /-'[a-l/(z)  —  z^  [ol)]. 

On  en  déduit 

n  (z,  a  4-  ^)  —  n  (a -t-  p,  z)  = /^  [  (a  H-  (5) -^  (s)  -  z  ^n^  +  ?)  I» 
et,  en  vertu  des  équations  (\  )  et  ("S  ï) , 


(VU) 


/  E  (z,  a+  p)  — n(z,  a)  — n(3,  p) 

)    =  —  A-^-zl(a)li&)l(u  -h  S) 


I 


L  lo  r   14-  A-'a(z)>-(«)/(P)  A(a   +   ,S   -f-   ~) 

2   ^^'  1  —  /■- 1  ;  Z  )  >.  (a)  /  (  p  )  À  (  a  +  P  —  3  ;' 


CHAPITRE   n 

AIVLTIPLrcATIOîV. 


Calcul  fie  proche  en  proche. 

179.  Nous  avons  donné,  n"  168,  la  formule  par  laquelle  ou 
exprime  X(z-f-^)  en  fonction  de  ^(z)  et  de  ^(^);  à  l'aide 
de  cette  formule,  on  peut  calculer  successivement  /(as), 
/  (3z), ...  ;  ou  trouve  ainsi 

/i;.;.'[i— 2(i+A');.--h5A^;'— jA^;.^-f-_.A-(i-.-A-);"'— A-^;.'-] 

>(  ''|2)—   ,_ooA-;''-i-32A'(i-HA-);,''— A-[iG(i-l-A%-H-26A-];'-h32A^(i-(-A');,"'— 2oA'>/'=-(-A'/' 

On  voit  aisément  que  l'oji  obtient  la  valeur  de  X  [nz)  en  mul- 
tipliant une  fraction  rationnelle  de  ^^(s)  par  ?>  (2)  si  «  est 
impair,  et  par  À(z)  //(^)  si  n  est  pair.  Mais,  si  Ion  veut 
continuer  ce  calcul  de  proche  en  proche ,  la  méthode  précédente 
doit  être  modifiée,  afin  que  les  deux  termes  de  la  fraction  par 
laquelle  s'exprime  /.  {nz)  n'aient  pas  de  facteurs  communs. 
^  oici  la  marche  indiquée  par  Abcl. 
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ttSO.   SI,  «laiis  l.i  (oiniulc  (n"  171) 

y-  a  —  ).-  b 

on  fait 

il  =:  {m  +  i  )  z ,      h  =  rnz, 
il    \iciil 

A^  ( /«  -f-  i)  2  —  A-  ( rnz ) 

On  a,  craulre  pari , 

2 A  imz)  )/  {mz) 

l'iC  sont  les  deux  formules  que  nous  allons  employer. 
Posons,  en  général , 

Q,„  étant  un  polynôme  entier  en  >*■  (2),  P»<  i^^i  autre  polynôme 
entier  si  tu  est  impair,  et  le  produit  d'un  polynôme  entier  par 
/'  [z)  si  m  est  pair;  nous  supposons  dans  tous  les  eas  les  deux 
polynômes  premiers  entre  eux ,  et  comme  d  ailleurs  les  zéros  de 

/'(z)  ne  rendent  pas  infini  À  (mz),  la  fraction  ~  sera  encore 

irréductible  dans  le  cas  où  m  est  pair. 
L'équation  (2)  donne 

P^,,  ^  1  P..  Q..  sJW^—  P,n)  (Q,n  -  /^-^  ^   2P,.Q„.R„, 

en  désignant  par  R,„  le  radical  v^(Q,', —  P,',)  (Q',  —  A"  P,;).  Les 
deux  fonctions ,  P„,  Q„;  R,„ ,  Q,'„  —  Ir  P,', ,  ne  pouvant  s'annu- 
ler simultanément ,  on  a 

^  ^  i  Q,,„  =  Qi-/-p;„. 

L'équation  (1)  donne 

P..«,+.  _  j_     pLm  Qm  —  p;;.  Q»-i-. 
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Les  polynômes,  P;;,^,Q:, -P;;,  Q;;,^, ,  Q™-,.Q;,-A^P:,^_.P:;,, 
sont  premiers  entre  eux.  Supposons,  en  effet,  qu  ils  deviennent 
nuls  pour  une  même  valeur  de  /  (z)  •,  cette  valeur,  ne  pouvant 
annuler  aucune  des  quantités  P,„,  Q,„,  P,,,^.),  Q,n+i^  satisferait 
aux  équations 

y-  [rn  -+-  \)  z  =  A-  ( niz ) ,      ).^  (w  -+-  i ) z .- >.-  ( niz  i  =  —  ; 

d'où 

>.'  (  w  + 1  )  3  =  /- 1  mz )  =  rh  y  • 

D  autre  part ,  on  a 

A  ( /)i  -{-  i)  z  y  ( mz )-!->.(  mz)  X'  ( ///  -+-  i  )  ^ 

hi-xm  -\-  I  )  s  r=  — ^ '- — ^ — ^ ^ — 

^  •  I  —  ^■'-V{mz)V{m  -f-  ils 

>.-(/?? -h  i)  z  —  'i}[mz'') 


'/.  (/«-+-  I )  z  V  ( niz )  —  A  mz  y  {m  -+-  i  )  z 

ou  devrait  donc  avoir  pour  cette  valeur  de  À  [z^)-, 

A  (/«  -H  i)zy  [mz)  H-  >.  [mz)V  {m-\-i)z^=  o, 
A  (w  -)-  1 1z  a'(/?/z)  —  )>  («iz)  X'frn  H-  i)  Z  =  o; 

(1  OÙ 

À  (  w  +  I  )  z .  a'  (  mz)  =  o , 

c'est-à-dire 

'y  [m  H-  /  )  z  [ I  —  ')}  (  /«z)]  [  I  —  h-  y  (  wz  i]  r=  o  , 
résultat  incompatible  avec  la  condition  trouvée  précédemment 

A-  (  «/ Z  )  =:=;  >.-(/«  H-  I  )  Z  =  ih  -r  • 

On  aura  donc 

(4)  (  M2) 

Si  l'on  part  des  valeurs  Pj  =  /  (z),  Qi  =  i,  les  formules  (3) 
donneront  Pa,  Q,,  puis  les  formules  (4)  P3,  Q35  les  formules  (3) 
donneront  ensuite  P4,  Qv,  puis  les  formules  (4)  P5,  Q:,,  et 
ainsi  de  suite  indéfiniment.  On  voit  que  P^',  est  un  polynôme 
du  degré  Olti}  ou  du  degré  in^  —  2,  suivant  (pu'  n  est  impair 
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ou  pair^  coninic  clans  le  dernier  cas  il  a  pour  la(  leui  le 
polynôme  du  quatiième  degré  //-  (2).  il  en  réudle  que  P„  est 
un  polynôme  du  degré  n^-  si  ?i  est  impair,  et  le  produit  de 
y'  [z)  par  un  polynôme  du  degré  n'^ —  3  si  n  est  pair.  Q„  est 
uu  polynôme  du  degré  //'  ou  «'  —  i ,  suivant  (jue  n  est  pair  ou 
impair.  Nous  observerons  encore  que  Q,  et  Qj  ne  contenant 
pas  de  terme  du  second  degré,  il  en  sera  de  même  deQj,  Q,. 


Calcul  direct   de  l{nz). 

181 .   Un  peul  se  proposeï'  de  déterminer  directement  À  («zj, 
sans  calculer  X  (az),  X  (3^), . . . . 

Supposons  d'abord  //   impair.   La  fonction  'k[fiz)   est  une 
Fig.  3i).  lonctionellipti({ue(]ui  a  pom- 

pé 


,         'JJ     OJ  .        .      . 

noae.s  -.  — .  ses  intiiiissont 
n    n 


— 1 1 ;  ses  zéros  o , 

in    ■?.  n        in  ■?.n 

Soit  OACB  [fig.  3o)  le  paral- 
lélogrammeélémentaire  delà 
fonction  X{z)  ;  divisons  cha- 
cun des  côtés  OA,  OB  en  n 
parties  égales.  Oa,  cZ»,  sera 
\c  parallélogramme  élémentaire  de  la  fonction  1  [tiz]  \  le  pre- 
mier contient  n-  fois  le  second  ,  il  renferme  2/r  infinis  de  la 
fonction  /  (nz) 


et  2/^'  zéros  , 


p  tji-\-  q  ',) 


p  M    -\-   Cj  fji 


+/1^ 


q  w 


fj  M  ~^q  w 


chacun  des  nombres  entieis  p,  q  recevant  les  n  valeurs  o,  i, 
r> , ... ,  n  — I .  Les  sommets  des  parallélogrammes  de  la  fonciiou 
l{nz)   correspondent  aux  zéros  a.    pour  avoir  les  zéros  a 

il  suffit  de  déplacer  le  réseau  de  la  quantité  — ;  de  même  pour 
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avoir  les   iiifiiiis  a,   il  siiltit  de  déplacer  le  réseau  de  la  quan- 
tité —  ;  un  second  déplacement  —  donnera  les  infinis  oc'. 
in  0.  n 

On  peut  grouper  chacun  des  infinis  a  avec  un  infini  a'  de 
manière  que  leur  somme  soit  équivalente  à  -  ;  l'iin  des  gjoupes 

est  — ?    ''- -•  Soit  L  le  produit  de  tous  les  facteurs  binômes 

2  2  ^ 

[>(2)-M«,)][M2)-M«O]---[MO-M'^«-0] 

qui  correspondent  aux  infinis  a,  —  excepté  ^  ce  polynôme  ad- 
met  comme  zéros  tous  les  munis  a  et  a  ,  excepte  —  et 

^2  1 

De  même  on  peut  groiq^cr  chacun  des  zéros  a  avec  un  zéio  <^//de 
manière  queleur  somme  soit  équivalente  à  -;  l'ini  des  groupes 

est  o  ,  -•  Désignons  par  M  le  produit  des  facteurs  binômes 

{\{z)-\[a,)][\{z)-\[a,)],..   [l[z)~\[a,,_,)], 
qui  correspondent  aux  zéros  a ,  o  excepté;  ce  polynôme  admet 
comme  zéros  tous  les  zéros  a  et  a  ^  excepte  o  et  -• 

T         r  •  -1    /  \      ^I  ^'  (  ^  )  1  '    •      1 

Les  tonctions  /  (  /?  s) ,  — -^ —  ont  toutes  deux  pour  périodes 


0),  w';  la  seconde  ayant  pour  infinis  simples  —> ,  puis- 
que le  degré  du  numérateur  surpasse  d'une  unité  celui  du  dé- 
nominateur, les  infinis  et  les  zéros  sont  les  mêmes  dans  chaque 
parallélogramme  ,  donc  le  rapport  des  fonctions  est  constant 
et  l'on  a 

(5)  l{„z)=.Cl{z)~. 

On  recoiniaît  facilement  que  les  polynômes  entiers  M  et  L, 

qui  sont  du  degré  jr  —  i,  ne  renferment  c[ue  des  puissances 

f 
paires  de  X  (  z),  puisque  les  infinis  de  la  suite  a,  —  excepté,  et 
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les  zéros  do  la  suiic  a,  o  cxteplé,  se  réunissent  par  couples 
ayant  pour  somme  w. 

182.  Considérons  maintenanl  le  cas  où  n  est  pair.  On  ])eut 
réunir  deux  à  deux  les  infinis  a.  pai-  couples  avant  la  somme 

-  »  et  de  même  les  infinis  y.'  ;  aucun  de  ces  infinis  n  est  éiial  à 

ceux  de  À  (z).  Appelons  L  1(;  produit  des  rr  facteurs  binômes 

[l{z)-l{.^)\[liz)-l{.,)]...[l{z)-l(..,,)], 

les  nombres  aj,  a^,  .  .  .  a„i,  étant  pris  un  dans  chaque  couple. 
La  suite  a  ou  la  suite  «',  suivant  (jue  n  est  de  la  forme  4"' 

1     1     r  /     /  Il  w         ,      w  w  . 

ou  delatorme  4/i  -j- 2,  comprend  les  termes±  -7?  ±  -7  H »'ii'i 

^  442' 

sont  les  zéros  de  a'  [z),  les  autres  termesde  chacune  de  ces  suites 
se  groupent  comme  les  inunis  ;  1  un  des  groupes  est  —■> 5 

un  autre  o  ,  —  Désignons  par  A  le  produit  des  ir —  4  fréteurs 

[l{z)-\{a,)][liz)-\{a,)]...  [l{z;-\[n,r-^]] 

dont  chacun  correspond  à  l'un  des  couples  formés  ,  excepté  les 

(juatre  précédents. 

N 
Les  fonctions  ?.  [nz)  ^  -  ^{2)  //(s),  aux  périodes  03  et  o)', 

ont ,  dans  chaque  grand  parallélogramme ,  les  mêmes  zéros  et 

N  m' 

les  mêmes  infinis  ;  car  -  l{z)l'  [z)  devient  nulle  pour  z=  — 

et  pour  z= Un  a  donc 

(6)  \{nz)=C^\iz)','{z).  ■ 

On  reconnaît,  comme  dans  le  cas  de  u  impair,  (|ue  les  deux 
polynômes  N  et  L ,  le  premier  du  degré  rr  —  4  ■>  1*^  second  du 
degré  n'^,  ne  renferment  c[ue  des  puissances  p,aires  de),  {z). 

Calcul  (les  coefficients. 
183.  Soil  en  premier  lieu  //  iinpaii  .  désignons  /  (/?  ")  pari', 
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À  (5)  par  u  ,  vl  posons 

Si  1  on  fait  z  très-petit,  le  rapport-  tend  vers  n^  donc  a^  =  n. 
Remplaçons  z  par h  z\  il  vient 

(-/  se  c hanse  en  — -  et  v  en  —  :  d  ou 
ku  kv 

I-  identification  de  cette  valeur  avec  la  précédente  donne  les 
relations 

bni-x  _ 
■  <7„î_, 


qui  se  réduisent  à 


li'  —  1 


;i- — I  fi' — I  n- — I  n- — i 

ç,fi~\'=^nh     '■'     ,    k- h„t-.7,  =  (izk     -    ,  k'h„'._.,:=ai  k     '■     , .. .,  A"~'' /'2=<7„=._; -?     ^ 

îSous  avons  démontré  (n°  180)  que  Ton  a  /j,  =  o  5  la  relation 
^"«„-_3  =  ^2  «n--i  donne  «„2_3  =  0. 

11  ne  reste  plus  rà  déterminer  que  les  ([uantités   a,  , 

«V,  •  •  • ,  «„î_3  et  le  signe  de  rt„;_i.  Pour  y  parvenir,  on  peut, 
par  exemple,  développer  p»,  ^^  et  ses  puissances,  suivant  les  puis- 
sances asccndajitcs  de  la  variable  z  et  égaler  les  coeflicicntsdes 
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niènics  puissances  ilc  la  variable  dans  les  tleiix  lonelions 

i>[i -^b.  Il'  -\-  b, a*  -{-  .  .  .  ], 
n\n  -+-  a-i  «^-|-  o^u"  +  .  •  .  ]  ; 

on  obliendra  ainsi  autant  d'équaiions  du  premier  degré  (|ii  on 
le  voudra  entre  les  coefficients  incoinius. 

L'idenlifiralion  des  deux  expressions  de  7  [n^)  montre  que 
les  deux  fondions  tp  et  ^  satisfont  aux  relations  suivantes  ; 


J8i.  Soit  en  second  lieu  n  pair.  Posons 

J.e  coefficient  «0  est  encore  égal  à  n.   Si  Ion  remplace  z  par 

fjj'  ,  1  ,  ,.  . 

~ -\~  z ,   /<  se  clianffc  en  -— »    v   ne   cliance   pas,    et    Ion    voit, 

d'après  la  relation 


qu  il  faut  remplacer 


v/(i  —  «')(i  —  ^-«-i      par     — T~,V(' — "')(' — t»'' II') . 
L'identification  des  deux  expressions  de  r  donne  les  relations 

/•--j =—",  f>'  -, =~(l.,...,  fi"-     ■  :zz  —  cl„,_,, 

bni  b„,  br,'. 

b,„ 

f> -  -f—  =  b, ,  A ' =  é». , .  . . ,  / "-    '  —  =  b,,,-.,   7—  =  b„, 

b,.'.  h,,-.  b,,'.  bn-i 


d'où  ^„s-2  =  o,      b,i!  =  X-  '  ,      rt'„i_/  =3  o. 

En  substitnant  cette  valeur  de  h,,   dans  les  relations  préié- 
dentes,  on   obtient  les  rapports  de  deux  coefficients  cquidis- 
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lanls  des  exlicrncs  dans  les  deux  polynômes  qui  scrvcnl  à  ex- 
primer la  fouclion  i^ 

Les  foiiclions  (p  et  ^p  vériiient  les  deux  relations 


n^)"^^^"' 


185.  Les  fondions  cp  (u)  el^  [u)  satisfont  à  deux  équations 
ditlérentielles  du  second  ordre  qui  pourraient  également  servir 
à  déterminer  leurs  coelîirients. 

On  a  en  effet 

(lu 

(lu 

z:^  d  {  nz)  =  ridz ; 


d'où 

On  peut  écrire  cette  équation  sous  la  forme 

(,  _  a^)  (,  __  /!-  „.)  /li^'\'=:  „:  Ti  _  ^,  +  r)  +  /v,,.  1. 

on  en  déduit,  en  la  ditrérenliant, 

(  l   —  lÛ)  [l  —  P  ,(')        ^"f"  +  [  2  /-^  «^  —  (  1+  P)  U 

Posons ,  pour  abréger, 

A  =  (,  _  ,r)  (i  -  /■■«^),      B  =  2/5- /r  -(i  +  ^")«  =  ^  ^7;-' 

I  1  •         t^  (  "  )    1  '  '  •  -    '  1 

puis  remplaçons  i^  par  le  quotient  '       S  1  équation  preceueiUc 

devient 

f 


r/-Ioc»'        r      ,  ,  el\on, 
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Si  //  «'Si  impair,  les  ioiiclions  a- et  '|  étant  des  poK  ihuiics 
premiers  entre  eux,  les  deux  fraelions  précétlciilcs  ne  peuvent 
devenir  infinies  pour  aucune  valeur  finie  de  la  variable  u,  et, 
par  consétjuent,  se  r(';duisenl  à  des  fonctions  entières;  il  est 
facile  de  voir,  en  outre,  que  les  degrés  de  leurs  numérateurs 
sur])assenl  de  deux  unités  ceux  des  dénominateurs:  donc  les 
quotients  sont  du  second  degré  et  de  la  forme 

(:«'-f-  I). 
Kii  laisant  //  =  o  dans  la  seconde  fraction,  on  obtient 


D 


=(SL=— 


En  ordonnant  les  deux  termes  de  la  première  par  lappoi  t 
aux  puissances  décroissantes  de  //,  on  tiouve  ir  k- tr  pour 
premier  terme  du  rpiotienl;  ainsi 

Les  fonctions  (s  et  é  satisfont  donc  aux  équations 

(9) 

186.   Lorsque  n  est  pair,  la  fonction  ç;  est  de  la  forme 

œ  =  (p,  y/A, 

fi  étant  un  polynôme  entier  du  degré  7i-  —  3.  Les  deux 
termes  de  la  seconde  fraction  et  le  dénominateur  de  la  pre- 
mière sont  évidemment  des  polynômes  entiers;  par  suite,  le 
numérateur  de  celle-ci  est  nécessairement  une  fraction  ration- 
nelle, mais  il  est  facile  de  reconnaître  qu  il  est  aussi  entier. 
Puisque  les  deux  fonctions  ç  et  ^  ne  s  annulent  jamais  en 
même  temps,  ces  fraelions  se  réduisent,  (^omme  pour  le  cas 
de  /i  impaii',  à  un  binôme 

Cm-  h-  D. 
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Si  l'on  lait  u  =o  dans  la  seconde,  on  trouve 

H  —  -ih,  —  o. 

Ordonnons  les  deux  termes  de  celle-ci  par  rapport  aux  puis- 
sauces  décroissantes  de  u  et  faisons  la  division,  le  premier 
terme  du  quotient  est  n^  P  ir -^  il  en  résulte 

Les  fonctions  (£>  et  ^  vérifient  encore  les  équations  {9). 


CHAPITRE  lïl 


DIVISION. 


187.   On  donne  7.  (z),  il  faut  déterminer/,  |  -  j ,  /i  étant  un 

entier 5  c  est  l'opération  inverse  de  la  précédente. 

Dans  la  formule  par  laquelle  on  exprime  1  {'i^)  en  fonction 

de  X  (z),  remplaçons  z  par  -•>  nous  aurons  l'équation  à  la  ré- 
solution de  laquelle  se  ramène  la  question  proposée. 

Considérons  en  premier  lieu  le  cas  où  n  est  impair;  dési- 
gnons par  t^  la  fonction  donnée  /  { 2  )  et  par  u  l'inconnue  ^  (  -  )  • 
L'équation  c{ui  donne  u  est  une  éc|uation  du  degré  iv  (n"  183), 

.  Il  u  (a„t^,  «"'-'  -t-  «„5_3  «""— 5 ...  -^  n) 

^^'  I  — <'(^.._,  «"-'-h.  .  .  -m)  =  o; 

ses  racines  sont  les  diverses   valeurs  que  prend  la  fonction 

X  I  -  + ^—  I ,  dans  laquelle  les  lettres  p  et  q  reçoivent 

toutes  les  valeurs  entières  àe  o  h  n  —  i . 

La  somme  des  racines  est  égale  à  t^    ""~';  et  leur  produit  à 


DIVISION  '2-ÏS 

\> Mais  nous  avons  Uouvé  (  n"  183) 

II- I 

il  en  résulte 

formules  qu'il  est  farilc  de  démontrer  directement. 

188.  Abel  a  démontré  que  l'équation  (i)  jouit  de  la  propriété 
remarquable  d'être  résoluble  algébriquement.  Soient  en  eiï'et 
a  et  |S  deux  racines  quelconques  de  l'équation  binôme 

X"  —    I   =:  O  ; 

posons 

I  z\  f Z         m\  I z  w 

.     .    /z  w'  \  ,  /'  z  0)'  w\   ,  f  z  0)'  ,  ,  u^  , 

4-X     _  +  _     ri-|->     -H h-     ia+...-f- A    -H |-(«_i)_     3a"-' 

\n        ni'  \n        n        n  r  \n        n        "  '  n  '  ' 


-'■(-:-(«-)"-V"+ 

=[i2-'(;ï+/';;+'7)«'P']"=''""'«- 


La  fonction  F  a  pour  périodes  w  et  o)';  car  si  Ton  auginenlc 
^  de  w,  et  que  l'on  multiplie  chacun  des  termes  de  la  paren- 
thèse par  a,  ce  cjui  revient  à  multiplier  la  puissance  n'"'^"  par 
a"  on  par  l'unité,  les  termes  d'une  même  ligue  horizontale 
se  permutent  circulairement;  si  l'on  augmente  z  de  w',  et  si 
l'on  multiplie  par  [3 ,  la  permutation  circulaire  s'opère  entre 
les  termes  d'une  colonne  verticale.  La  fonction  F(c,a,jS) 
peut  donc  s'exprimer  rationnellement  au  moyen  de  ^  (s)  et 
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lie  sa  déiivée,  et  I  un  a 


2 


L,  M,  N  étant  des  fonctions  entières  de  X  [z). 

Chaque  couple  a ,  jS  de  racines  de  Téquation  binôme  four- 
nira une  équation  analogue  à  la  précédente.  Si  Ton  ajoute 
membre  à  membre,  en  groupant  ensemble  les  termes  dans  les- 
quels p  ^^  (j  ont  les  mômes  valeurs  ,  on  voit  que  le  multiplica- 
teur de  chaque  groupe  est  nul ,  à  l'exception  de  celui  du  pre- 
mier groupe  qui  se  réduit  à  «".  On  aura  donc  pour  X  (  -  j  une 
expression  de  la  forme  suivante  : 


I  yM,  +  N,v(=)     ■•/ 

/.\    ■  V — u — -^v 

+V 


M,-|-NjV(z) 

L.             ' 

'M„,  ^N„,à'(2) 

L„, 


Le  premier  radical,  celui  qui  correspond  à  la  combinaison 
a=z^=i  I,  en  vertu  de  la  relation  (2),  a  pour  valeur  n'h{z). 

189.  On  peut  calculer  les  polynômes  Ls,  Ma,  N2,  L3 ,...,  de 
la  manière  suivante. 

Développons  cliacun  des  termes  de  la  somme 

z 


d'après  la  formule   qui  donne  X(z-|-/),  celte  somme  prend 
la  forme 

R  +  S>/(-), 


R  et  S  désignant  des  fractions  rationnelles  composées  d'une 
manière  bien  déterminée  avec  À  f  -  j  ,  ^  (  "^  )  '  ^  i  ~  )  '^^  ^^^ 
deux  racines  a,  ^  de  l'équation  binôme.  La  puissance  n"""'  de 
cette  quantité  est  également  connue  cl  de  même  forme:  nous 
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la  désignerons  par 

r.  +  s.a'I'î 

Imaginons  actuellement  tjiie  l'on  calcule  la  fonction 


F,  (;,  ",  p) 


1^ 


— <     \n  n  f^ }  J 


cette  foru'liou  admet,  comme  la  première,  les  périodes  w,  w', 
et  l'on  voit  facilement  (ju'elle  s'exprime  ainsi  : 


F,(z,  a,  p)=R,  -S.'^'f'^ 


Puisque  les  deux  fonctions  F  et  F,  restent  invariables  quand 
on  augmente  z  de  w  ou  de  o/,  il  en  est  de  même  de  leur  somme 
et  de  leur  pioduit 

.R„    r;- s;  )/=())• 

Ces  deux  ?iouvelles  fonctions  étant  des  fractions  rationnelles 


de  M-)   qui    '"'    doivent  pas   changer  quand    on    remplace 

X  (  -  I  par  l'une  quelconcpie  des  racines  de  l'équation    (i  ),  on 

peut  les  exprimer  par  des  fonctions  symétriques  des  racines  de 

cette  équation,  et,  par  suite,  en  fonction  rationnelle  de  /  (2). 

Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  l'on  peut  exprimer  algà- 

hriqnciiiejit  '/A-\  en  fonction  de  t.  (r),  des  racines  n"""""  de 
r unité,  de  ?•  (  -  )  d  »!<'  ^-  (  ""  )  • 

190.   La  formule  par  laquelle  nous   avons  exprimé  ^-  (  -  ) 

renferme  iv  —  i  radicaux  d'indice  n.  Si  1  on  combinait  leurs 
valeurs  de  toutes  les  manières  possibles,  le  nombre  des  combi- 
naisons surpasserait  le  nombre  des  valeurs  de  l'inconnue  5  il  v  a 
donc  un  choix  à  faire  parmi  ces  diverses  combinaisons.  Nous 
allons  exposer  une  solution  plus  simple  du  problème  de  la  di- 
vision qui  ne  présente  pas  cet  inconvénient. 
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Posons 


\  n  J  \  n 


-f-  2- 


+  (//   —   ! 


puis 


y(-)+a. 


+   2 


«   / 


\« 


a  étant  une  des  racines  de  réquatioii  binôme  x"  —  i  =  o.  La 
fonction  ■^  [-•,  y.\  admet  pour  périodes  'j)  et  w':  car  lorsque  z 

augmente  de  oi,  tp  (- j  ne  change  pas,  et,  si  Ton  augmente  z 

de  oV,  en  multipliant  en  même  temps  les  termes  de  la  paren- 
tlièse  par  a,  les  termes  se  permutent  circulairemenl.  La  fonc- 
tion à[-i  a}  peut  donc  s'exprimer  rationnellement  à  l'aide 
de  \  (z)  et  de  sa  dérivée.  Soit 


,       A  +  BX'(z) 


■n-^-\  = 


A,  B,  c  étant  des  polynômes  entiers  eji  ^>  (z),  que  Ton  calcu- 
lera  ainsi   qu'il   a   été  explicjué   au   numéi'o    précédent  pour 

F(z,  or,  3).  On  a  donc 


?     -     +  ^^1*     7  -+- 


{  z  ,  W 

'   \  n  n 


V  C 

Si    y.  désigne   une   racine   primitive  de  l'équation   binôme 
X"  —  I  =  o,  les  n  racines  seront  représentées  par 


chacune  d'elles  donnera  une  équation  analogue  à  la  précédente; 
si  Ton  ajoute  ces  équations  mini'oïc  à  membre,  les  termes  de 
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»lia(jiu:  tulonnc  \eilitale,  à  1  cxccplioii  de  la  picinicii'.  ayanl 
une  soniine  égale  à  zéro,  il  vieiil 


(4)   ? 


'</'-^^T^^'i/ 


A, +  B,y(z) 


''/A„..,-}-B„_,X'(z; 

V  ~ 


^n  — 1 


) 


Eli  vertu  de  la  relation  (2),  le  premier  radical   a    pour  valeur 
nl{z). 

l.e  produit 


<p  (  -  )  -h  «»  (  -  4-  —  )  +  a=  '^f  -  -i-  •>.  —  )  + . . 
\  //  '  '  \u         II  j  '  \  n  n  j 


n  —  \\  — 


(z\  iz        w'\  /z  w'\ 

-     H-  a/'  o    -  +  —     H-  aV  <p     -  +  2  -    H-... 
nj  \n        n  '  \n  n  / 


1 


X 


ne  eharige  pas  quand  z  augmente  de  0/;  ceci  revient  à  divi- 
ser le  premier  facteur  par  &."~^  et  le  second  par  a'';  ce  produit 
a  aussi  pour  période  o)  ;  on  peut  donc  l'exprimer  en  fonction 
lalionnelle  de  ^(z)  et  de  sa  dérivée  ;  nous  le  représenterons 
par 


Il  en  résulte 


Yp  +  Çspl'  {z) 
H, 


'^        V  C„  ■-A.4-B,A'(z)L  C,  J     ., 


C, 

On  calcule  les  polynômes  entiers  F^,  G^,  H^,  de  la  même 

manière  que  les  polynômes  A,  B ,  C  Quand  on  aura  substitué 

à  la  place  des  divers  radicaux  leurs  valeurs  en   fonction  de 

r/A,-hB.V(3)  ^  p^,^p^,gg3-Qj^  ,1^.  .^  i  îj   n'aura  plus  que  Ji  ^  a- 

leurs  distinctes,  ainsi  (}ue  cela  doit  être. 
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191.    La   f'onctioiï  çp   (  -   j    élaiil    clélerminée.    on    cïierclie 
(  -  j .  A  cet  effet,  on  pose 


xl-'«)  = 


+  a  A      -  -+-  -       4-  a-  A      -  +  2  -    4- 
n       n  I  \n  ii 


4-  a""'  ).  I  -  H-  (  //  —  I  )  - 

\  «         '  n 

a  désignant  toujonrs  l'une  des  racines  de  l'équation  binôme 


X" — I  =:  o.  Les  fonctions  X  (  -^  «  )    et    ?(  ~  )     ^y^"^    ^^* 

mêmes  périodes  o)  et  nw',  on  peut  exprimer  la  première  an 
moyen  de  la  seconde  et  de  sa  dérivée,  et  Ton  aura 


(I  -+-  /;  '^' 


rt,  h  ,  c  étant  des  polynômes  entiers  en  cp  (  -  j  • 

Si  l'on  développe  chacun  des  termes  X   (-  -t-/»-  \->     la     va- 
leur dey  ("  ,  y\    se  présentera  sons  la  lôrine 


A  +  B  a'  (  -  )  1 


A,  B,   C  étant  des  polynômes  entiers  en  A  (  -  j-  La  valeur  de 

j^(-,a  j     ne   change    pas   ((uand    on     remplace    X    (  -    1    par 

li  — \-  p  -^\->  c  est-cà-dire  lorsqu'on  remplace  M  ~  )   pai'    lune 
quelconque  des  ti  racines  de  Téquaiion 


(6) 


/i         n  I  \  n  n 


A     -  -+-  (  //  --  I 
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tlans  laquelle,  après  avoir  développé  chaque  terme  et  remar- 
<|ué  que  ^'l  -  )  disparaît,  on  reij;arde  ^'  (  "  )  comme  Tinconnue. 

I.o  calcul  de  X  [-■>  x    |  en  fonction  de  «p  (  -  )   s'eirecluera  encore 

de  la  même  manière  que  celui  de  F  [z,  a,  |S)  en  fonction  de 
À  (2)  ,  en  remplaçant  l'équation  (i)  par  ré(|ualion  (6). 
On  aura  ainsi 

•  a/  {--i--\j, [-.  a"-'"/,  ( i«— 1)-  I 


si-- 


^^'  '    ^b^'[- 


En  opérant  de  la  même  manière  pour  chacune  des  racines 
a",  a',  a'-,...,  a"~'  de  l'équation  binôme,  et  ajoutant  les 
résultats,  on  obtient  la  formule 


2 


U\       I  I  '  \  '^ .' 


-I-...J 


V  c,,_,  J 


Cliacuu  des  radicaux  s'exprime  par  une  puissante  du  pre- 
mier; en  effet,  le  produit 


nul  \  ri         n 


1 


.idmeltant    les    deux    périodes   o)  et    ^io)    comme    la   fonction 
y  [-]:  s'exprimera  ralionnellement  au  moyeu  de  la  fuiu  tiou 


23o 


cp  (  -  )  el de  sa  dérivée  :  nouslo  i cpiésontcrons  par ; ~ 

'\nj  :  r  r  /,^ 


On  déduii  de  là 


(9) 


-.  +  ^./(7,) 


De  celte  manière,  à  chaque  valeiir  de(j3  1  -  )  correspondront  n 
valeurs  de  X  (  -  )i  <'onime  la  fonction  9  (  -  j  a  elle-même  n  va- 
leurs, la  fonction  /  (  -  1  am'^»  "^  valeurs. 


Voilà  comment  on  procède  quand  le  nombre  n  esl  impair  ; 
on  peut  même  le  supposer  premier;  car  si  Ton  a  n  =  n'  n"  ^  il 

sera  préférable  d'expiimer  d  abord  W  -,  )  au  moyen  de  A  (s), 
puis  1 1  ~ — -  I  au  moyen  de  X  i  ^  | . 

192.  Considérons  maintenant  le  cas  où  n  est  pair.  Dans  (c 
cas  l'équation  entre  v  et  u  renferme  un  radical  du  second  de- 
t;ré  (n''  184)^  si  on  le  fait  disparaître,  Téqualion  sera  du  degré 
2/i'  et  ne  renfermera  que  des  puissances  paires  de  l'inconnue. 

Supposons  d'abord  ti  =  3.  On  a  à   résoudre  1  équation 

I  —  A'  n" 
ou 

(  I  —  /,-  n'Y  [i  —  V')  ■=■  (1  —  2  II'  4-  /■-  «' )-  ; 

on  en  déduit 


Les  doubles  valeurs  des   trois  ladicaux  donnent  les   huit  va- 
leurs (]c  II  qui  ne  dépcndcni  que  dr  (|uantilés  toutes  coninics. 
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Le  nombre  pair  n  csl  en  général  de  la  forme  i'' .  «',  n'  étant 
itnpair  :  après  avoir  exprimé  M  —  )  îiu  moyen  de  /  (  z  )  , 
comme  nous  1  avons  expliqué  plus  haut,  on  applicjueia /?  fois 
siiccessivemenl  la  formule  précédente,  aliti  d'olilenir  /   (  -  )• 

CllAlUTRE  lY. 

Ml  LTIPLICVTIO^      Ol      DIVISION     DE     l.'vNE     DES     PÉRIODES     d'uNE 
lONCTION    ELLIPTIQUE    PAR    UN    NOMBRE    ENTIER. 


193.  Le  calcul  de/,  [nz)  en  fonction  de  /  i^)  revient  à  expri- 
me)', au  moyen  de  À  (z),  la  fonction  qui  a  pour  périodes  ellipti- 

nues  ~i  — »  c  est-à-dire  à  diviseï"  par  n  les  deux  périodes  de  la 

lonction  donnée.  De  même,  le  calcul  de  À  I  -  )  eu  fonction  de 

?>  [z]  revient  à  déterminer  la  fonction  dont  les  périodes  ellip- 
ticfues  sont  w  o) ,  nw'.  Au  lieu  de  diviser  ou  de  multiplier  si- 
multanément les  deux  périodes  par  le  nombre  n^  on  peut  se 
proposer  d  exprimer,  h  laide  de  À  (z),  la  fonction  qui  aurait 
une  période  commune  avec  'k[z),  et  pour  autre  période  la 
période  correspondante  de  À  (z)  divisée  ou  mviltipliée  par  n. 
En  répétant  deux  fois  de  suite  la  même  opération  sur  les  deux 
périodes    o) ,    f,)'   de   'f- [z)    on    retrouvera,    soit    A(/iz),    soit 

Nous  désignerons  par  A,  le  module  de  la  fonction  inconnue, 
et  par  ^^1  son  paramètre,  de  sorte  cjuc  la  fonction  sera  repré- 
sentée par  À  (^1^,  Al).  Nous  nous  occuperons  d  abord  de  la 
division  ,  en  commençant  par  les  cas  les  jdus  simples. 

J)i\'ision  par  deux. 
lîM.    Premier  cas.    Division    de   la   première   période.  — - 
l^c  produit    ?  [z)l  iz  -\--,\  adm<i   les  jkm  iodes  -•>  'o',  il  s  au- 
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1  w  ,       .  .      ,1     .  .  w' 

nule  pour   z  =.  o   et  z  =  y,  et  devient  iniiiii  pour  2  =  —  et 

z  =tH i  d'ailleurs  le  parallélogramme  (  -5  w' ]  ne  renferme 

pas  d'autres  zéros,  ni  d'autres  infinis,  que  les  précédents 5  on 
a  donc 

La  constante  A  est  donnée  par  la  forjnule 
on  a  ensuite 


.=.,;., M^  +  .|  =  ..(^). 


w  M 


A' 


Puisque 


A^       rr 


.8/        i4-y/i_/2 
il  en  résulte 


,  +  y/,_/i--^y  i  +  z-,      "     1  +  /-, 


Mê'.^,'^-0=TVT-M'^) 


./!■,     ^    ^  I  — /5=A'(z) 


i95.   Remarque.  —  La  valeur  de  X  (  3  j,  dont  nous  noui 
sommes  servis,  s  obtient  par  la  formule 


A    1    -i 


A     », 


-'"%) 


On  trouve  ainsi  lesquatre  valeurs  de  X  (  -  ji  en  désignant  parfîet 

Q.'  un  système  quelconque  de  périodes  elliptiques  de  la  fonction 
A  (z) ,  c'est-à-dire  en  posant  (n°  90) 

ii  =  (4^  -f-i)  w  4-  4^w', 
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avec  la  condition 

(4rt  +i)  {2d  -h  i,  —  iibc=z±i. 

Ces  quatre  valeurs  sont  celles  de 


ir,). 


8 


8 


7) 


8 


elles  sont  deux  à  deux  égales el  désignes  contraires-,  la  pieiuiètc; 
et  la  iroisième,  ainsi  que  la  seconde  et  la  (jualiiènie,  ont  pour 

produit  j-  he  calcul  précédent  comprend  la  division  par  deux 

de  la  première  période  fl  de  1  nn  quelconque  des  systèmes  de 
périodes  elliptiques. 

196,    Seconp    cas.     Dh'ision    de    la    seconde    période.  — • 
Partageons    en    deux    parties    égales ,    par    une    parallèle    à 
Fig.  3i.  OA,    le  parallélogramme   élémen- 

taire OACB  {fig.  3i)  de  la  fonc- 
tion /  (-,/>)  •,  OACB'  sera  le  pa- 
rallélogramme élémentaire  de  la 
seconde  fonction.  A  une  valeur  de 
A(z,  A)  correspondent,  dans  le 
parallélogramme  OACB,  deux  va- 
leurs de  z,  dont  la  sonnne  est  égale  à  -  :  pour  ces  deux  valeurs 

de  z,  la  fonction  \  [g^z ,  A,  )  a  une  valeur  unique.  A  une  va- 
leur de  1  [g^z ,li^)  correspondent,  dans  le  parallélogrammi; 
OACB,  quatre  valeurs  de  z ,  (|ue  Ion  peut  réunii-  par  couples 

Z, c       et      z-\ ,       -  H :;. 

2  ?.  2  2 

Les  valeurs  de  X(z,A),  pour  les  valeuis  de  z  d'un  même 
couple,  sont  égales-  de  plus   les  deux  valeurs  difléreutes  de 

/  (z,  A)  ont  pour  produit -.  De  ce  qui  précède  il  résulte  que  la 

lonction  /  (^'^,  3,A,)  est  une  fonction  rationnelle  du  second 
degré  en  /  (- , A) , 

^»'   '     '^       a'-hb'lit)-hc'V{z) 
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La  coiislaiilc  a  est  égale  à  zéro  ,  puisque  ).\^g^z,k^)  s  annule 
avee  z.  Poui'  que  le  produit  des  valeurs  de  A  (^  >  ^  )  •l'^ii  corres- 
pondent à  une  valeur  quelconque  de  ).  [g^  z  ,hA  ^  soit  -■>  il  faut 

pi 

que  Ion  ait 

f  =  G  ,         (■'  r=  a'  k. 

]^a  fonction  /.  (^,  ",Ai)  étant  impaire,  on  a 

/>'  =  o , 

(•(>  rjui  donne  la  formule 


Si  Ton  fait 
il  \ient 
d  où 

On  a  ensuite 


A      Z 


4' 


I  =  A  — ^  >        A  =  I  -+-  /  ; 


A  I  Z  ) 


\^kV{z) 


1  A     Z)  \   4- 


k,  I    +    ^-Vfz)  ,.       /03' 


Pour  obtenir  la  valeur  constante  du  second  membre  de  cette 
dernièie  équation,  on  remplace  z  par  -y-,  ce  qui  donne 

Mais  de  la  relation 


on   déduit,  en   v  laisant  2  =  7 y 

4       4 
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(.laillcuis 


i  z^z\  =  ir-;-z 


4 


Par  conséquent , 


/   &)  M     \  I  -      /   W  &) 


II  (Ml  résulte 


197.  Si,  après  avoir  divisé  par  .'.  la  premièie  période  w 
de  la  fouclion  ?.  (s,  A),  on  divise  encore  par  2  la  seconde 
période  w'  de  la  nouvelle  fonction,  la  troisième  fonction  aura 

])our  j)ériodes  -■,  —  et  1  on  arri\era  ainsi  à  /  (2.^,  h).  On  peut 

\érifier  aisément  ce  résultat.     , 

Par  la  première  transformation  ,  on  obtient 

la  seconde  donne 


=  >.  (2Z,  /■), 


i\[z)sl{\—Vz)   (i  — /-^Tz) 


Dh'isïofi  par  lin  noinhic  inipaif  qnclcoiujuc. 

198.  Premier  cas.  J^is'ision  de  l(i  première  période.  — 
Soient  fl  cl  II'  deux  périodes  elliptiques  queleonc[ues  de  la 
fonction  proposée;  le  produit 

A  (  s)  >  (  s  +  -  j  X   I  z  -f.  2  -  j  .  .  •    a(  z  4-  (  «  —  1  )  -  ) 


admet  les  périodes  -,  îî' :  caries  fadeurs  se  niM-niutenl  circu- 
lairement  quand  -  augmente  d«*  -  et    chacun    deux   admet  la 
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période  il'.   Le  iaetoui   ).  (s)   devient  nul  pour  2  =  o  cl   iu- 

tini    pour   z  =  —,    le   facteur    X  [  z -\ ')  devient  nul 

^  1  \  7.        n  j 

pour  2  =  —  et  infini  pour  z  = h  — ;  d'ailleurs  le  parallé- 

in  ^  in        1  ^ 

logramme  des  périodes  -%  D!  ne  renferme  pas  d'autres  zéros, 

ni  d'autres  iuiinis  du  produit  (|ue  les  précédents^   on  a  donc 

(3)  \{g,z,h-,)  =  k\[z)\  i^z  +  j^  '  •  '  \  (z-^  [n  —\  jY 

Imj  niellant  à  pari  le  facteur  ^-  (z),  et  groupant  deux  à  deux  les 
facteurs  de  la  forme 

A  iz-i-  p-\,      A  [  z  -\-  [n  —  p)'-^]  =zl  [z  —  p  - 


«l'après  la  formule  (7)  du  n"  174  ,  ce  qui  donne 


m  ,■       n>      ''(^)-''l''" 


M^  +  /'-   ■''=-/'-    = 


n  I     \  ni  /      îi 


,-PV[z)v{^Pj^ 


ou  voit  que  la  fonction  X  (^g^z^h^)  s'exprime  par  une  fraction 
rationnelle  impaire  en  X  (2),  du  degré  n. 
On  obtient  la  constante  A  en  faisant 


z  =  j- 


d'où 


A       \4"/    \4"     ")    \4"       "/  \4"  " 

T  .  ,  .     ,       il  il  ,       ,        ,     il  .      3ii  . 

Lune   des    quantités  -7 ^  p  —  est  égale   a  y   ou    a    -7-  sui- 

»  ^n        '    n  '  4  4 

vaut  que  //  est   de  la  roitne   4//'-|-i    "u  de  la  forme  i\n' — i. 


<'l  comme 


il w 
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il  CM  résulte 


ou 


■  •  )' 

f-- 

n 

—  ; 

!5l 

U 

3 

'■) 

Do  la  rolalioii 

-  =  \{g,z,  /■,)  a( 

X^-7) 

on  déduit 

(5'                 i;  =  ^^i 

,  ,=^. 

Si  1  on  prend  la  dérivée  des  deux  membres  de  léqualioii  (3), 
et  si  l'on  fait  ^  =  o,  on  oblicut  la  relation 

;) —  I 


n  ~  i  n.'< 


et,  par  suite. 


K^) 


XM  2  -  1  •  •  •  À- 

2        /2 


\  4        "  /       \  ''  '^  /  \  4  in  ' 

199.  Second  cas.  Division  de  la  seconde  période.  — 
Substituons  comme  précédemment  aux  deiLX  périodes  o),  o)' 
deux  périodes  elliptiques  quelconques  H,  fi'  et  supposons  (jue 
l'on  veuille  diviser  par  n  la  période  fl'. 

On  tiouve  par  la  même  méthode 

j=A').(--,)i(=  +  -)>.  (z+,-)...l^.  +  (»-;-j, 


238 
puis , 

(9;'    ^^  =  ^' 
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n 


■I  ii 


(lo)    S',  =  i-i) 


V(  2- 

n 


1  il' 


ii' 


4     " ,'     \4     ^ '^ 


200.  La  tlélernilnalion  complète  des  fonctions  inconnues  ne 

tlépend  que  de  celle  de  X  (  —  j  ou  de  /  (  —  )  ;  ces  quantités  sont 

deux  des  racines  de  l'équation  que  Ton  obtient  en  égalant  à 
zéio  l'expression  de  \  ("-2)  tni  toncti(ui  de  /  (-),  équation  du 
degré  jv  —  ! ,  après  la  suppression  du  facteur  X  (  2  ) .  Nous  allons 
chercher  le  nombre  des  fonctions  différentes  obtenues  en  divi- 
sant l'une  des  périodes  par  le  nom])re  impair  n. 

Nous  ne  regarderoiîs  pas  comme  distinctes  deux  fonctions 
égales  et  de  signes  contraires,  ni  comme  modules  distincts 
deux  modules  égaux  de  signes  contraires,  ce  qui  nous  permet- 
tra de  remplacer  les  périodes  w,  w'de  la  fonction  \  (z)  par  les 
dctix  périodes  H  et  fl'  définies  par  les  formules 

£l  —  (  2  a  -1-  1  )  w  -f-  4  /■»  w', 
ii'=  c«-)  -l-r/w', 

])Ourvu  que  1  on  ait 

[in  -\-\)  d  —  f\hc  =:  db  I  ; 
et,  dans  la  <|uestion  actuelle,  nous  appliquei<»us  à  ces  périotlcs 
la  dénomination  de  péi iodes  elliptiques.  De  celte  manière  on 
peut  dire  que  les  fonctions  fournies  par  la  division  de  la  se- 
conde période  sont  les  mêmes  que  celles  f[ui  proviennent  de  la 
division  de  la  premiè)-e  période.  En  effet,  les  périodes  ellipti- 

(|ues  11,  —,   peuvent  être  remplacées  par 

il' 

a,  =  (2a-f-l)<i-j-4[}  — , 

()' 
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pourvu  (|U<'  l'ou  ail 

f  9.  Z  -f-  I  Uî  —  4  S7  —  it  I  • 

Mais  si  Ton  prend  d  ^^  n  ^  ce  <{ui  est  permis,  ou  oblieul  les 
périodes 

[(?. ccH-  1)  (2«  -j-  i)  «  H-  4  P<^]  f»'  -h  4  [  (2  a  -I-  1)  ^«  4-  ''/|'1''/J  w' 

n 

<>',  =  [(2a  -hi)  7-h  c]  w  -|-(4è7  4-  ^)  w', 

(jui  l'ésulleiil  de  la  division  par  //  de  la  première  période 
(Tun  c(,'rtain  (  ouple  de  périodes  ellipti(jues  de  la  fonction  pro- 
posée. On  verrait  de  même  (|ue  les  périodes  eJ]ipli(|ues  —,  D.' 

})euvent  ètie  ramenées  à  la  division  par  //  de  la  seconde  pé- 
riode. 

201 .  Supposons  maintenant  que  1  on  divise  par  n  la  première 

période  du  couple  fl,  il'.   Les  périodes  -,  il',  de  la  nou'. eiii" 

foiK  tion  peuvent  être  remplacées  par 

il,=  (oa-M)- +46<)', 

n 
pourvu  que  Ton  ait  . 

(?.a4-i)o  — 4p7  =  lt:i, 

Remplaçons  il  et  il'  ]>ar  leurs  valeurs  dans  les  expressions 
de  n,  et  Cl\  ,  il  vient 

_^  _  [  (?, g  +  i)  (  2^/  -+- 1)  +  4 ^^'-i  ^-"^  +  4  [  (  2 g  +  1  )  ^  -{-P'1(1]m' 

n 

,         [-/  (2«  +  i)-{-(î//c]oj  +  [7.4^  +  Snd]ut' 

Soit  fi'  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  2a  -hi  et  n  ; 
posons  (2a -1-1)=  {2a -{-i)  n',  n  =  n'n".  Prenons  -/  =  —  7i."c\ 
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ô  =  -j-a'-hi]  la  relation  (9. a  4-  i)  J  —  4^y=  ±  i  devient 

On  choisira  a  et  (3  de  manière  à  vérifier  cette  relation.  D'après 
cela  les  valeurs  de  lî,  et  de  Q.\  prennent  la  forme 

//'w  -)-  47^' 


,  //     M 


q  étant  un  entier  ([uelconque.  Lorsque  q  augmente  d'un  mul- 
tiple de  /z",  la  fonction  ne  change  pas:  il  suffira  donc  de 
donner  à  cette  variable  les  valeurs  o ,  1,2,...,  n" —  i .  D'ail- 
leurs les  n"  fonctions  ainsi  obtenues  sont  ditîérentes  entre 
elles  5  car  il  est  impossible  dtî  ramener  les  périodes  elliptiques 
de  l'une  à  celles  de  l'autre. 

Le  même  partage  du  nombre  //  donne  encore  //  fonctions 
distinctes  aux  périodes 

«  'w  -|-  4^  w' 


n  M 


fonctions  qui  ditlerent  des  précédentes.  Ainsi  chaque  partage 
en  un  produit  de  deux  facteurs  ii'  11"  fournil  //+  n"  fonctions 
distinctes.  Un  second  partage  en  deux  facteurs  tî^  ii\  donnera 
encore  //,  -t-  n\  fonctions  ditîérentes. 

De  ce  qui  précède  il  résulte  que  : 

1".  Sin  est  premier,  le  nombre  tics  Jonctions  est  n  -f-i  ; 

1^.  Si  n  est  un  nombre  composé ,  le  nombre,  des  fondions 
est  égal  à  la  somme  N  des  diviseurs  de  n. 

t202.  Remarque. — Soient  n  et  //deux  nombres  entiers  im- 
pairs et  premiers  entre  eux,  les  fonctions  cpie  l'on  obtient  en 
divisant  la  première  période  de  ?>  (z  )  par  n  et  la  seconde  par  n' 
sont  comprises  dans  celles  que  donne  la  division  de  la  première 
période  par  le  produit  nn' .  Si  n  et  n'  ont  un  plus  grand  com- 
mun diviseur  d.  et  que  l'on  pose  n  =  //,  r/,  n'  =  n\  tl ,  pour 
diviser  les  deux  périodes  respeilivenient  par   n  cl  //',  on  cher- 
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<'hera   d'abord/  [f/z^/>),  puis  on    divisera   par    //,//,    la  pK.,-- 
inièro  période  do  colle  fond  ion. 

^03.  D'après  ce  que  nous  a\oiis  dil  au  n"  î)l,  quand  deux 
fonctions  elliplicjues  onl  même  module,  les  systèmes  de  pé- 
riodes elliptiques  se  correspondent  deux  à  deux  de  manière  à 
présenter  le  même  rapport.  On  voit  aisément  que  les  fonctions 
dont  nous  venons  de  parler  ne  jouissent  pas  de  celte  propriété 
et  qu'elles  ont,  par  conséquent,  des  modules  différents.  Ainsi 
le  module  ^,  a  autant  de  valeurs  qu'il  y  a  de  fonctiop.s  diffé- 
rentes. L'équation  entre  les  modules  k  el^i  jouit  de  diverses 
propriétés,  parmi  lesquelles  nous  indiquerons  les  suivantes, 
doîmées  par  Jacobi. 

L'écjuation  modulaire  est  symétrique  par  ra})port  à  A  et  Ai. 
En  eflet,  si,  après  avoir  divisé  par  n  la  première  période  de 
la  première  fonction  ,  on  divise  par  n  la  seconde  période  de 
la  deuxième  fonction,  on  revient  au  module  primitif;  c'est-à- 
dire  que,  si  léquotion  est  vérifiée  par  Â'  =  a,  A,  =  (5,  elle 
doit  l'être  également  par  A  =  fi ,  A,  =  a. 

204.  f^a  fonction  elliptique,  qui  a  le  module  complémen- 
taire A' et  pour  paramètre  l'unité,  admet  les  périodes  ellipli- 

ïjiies  —  et —  (n"  107);  de  même  la  fonction  elliptique  dont  le 

module  est  A',  cl  le  paramètie  ^,  ,  admet  les  périodes  elliptiques 

—  et  — :  c'est-à-dire  que  le  module  A',  correspond  à  la  divi- 


sion par  n  de  la  seconde  période  de  la  première  fonction.  La 
lelalion  entre  A'  et  A',  est  la  même  que  celle  entre  A  et  A,  ;  dotic 
l'équation  modulaire  ne  change  pas  lorsqu'on  v  remplace  A  el 
Aj  respectivement  par  Vi — f^'  et  \' i  —  A^. 

La  fonction  À  (As,  -  j  a  pour  périodes  elliptiques  o)  —  2  w' el 
œ';  la  fon(  lion  1  (g',  A,  z  ,— j  a  pour  périodes  elliptiques  le  sys- 

W  /  ,  •  '  •         1  ■    "  —  2  w'  ,      ^  ,  , 

terne 2  w  et  o)  nui  est  équivalent  a et  fo  .  L,  equa- 

n  *  *  n  '■ 

iG 
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tioii  modulaire  ne  doit  pas  cliangei  quand  on  y  remplace  A  par 

LelA-.par^. 

Lorsque  le  moduie  A-  est  réel  et  moindre  que  Tunité,  si  Ton 
choisit  les  périodes  elliptiques  indiquées  au  n"  109,  et  si  l'on 
prend  leur  rapport  p,  on  voit  que,  quand  on  divise  par  n  l'une 
ovi  l'autre  des  deux  périodes  w ,  0/ ,  le  nouveau  module  est  réel  ; 
il  diminue  si  l'on  divise  la  première  période,  il  augmente  au 
rontiaire  si  l'on  divise  la  seconde.  Quand  n  est  un  nombre 
composé,  si  on  le  partage  en  deux  facteurs  //'  et  n"  premiers 
entre  eux,  la  division  des  périodes  respectivement  par  les 
nombres  ?i'  et  n"  donne  également  une  valeur  réelle  de  A,. 

Multiplication  jjar  mi  nombre  entier  quelconque. 

205,  C'est  l'opération  inverse  de  la  précédente.  Si  le  mul- 
tiplicateur est  le  noinbie  2,  la  fonction  inconnue  s'obtient 
par  la  résolution  d'une  équation  bi-carrée  (n"  19i),  ou  d'une 
équation  du  second  degré  (n"  196),  suivant  qu'il  s'agit  de  la 
jjremière  ou  de  la  seconde  période.  Si  le  mulliplicateur  est  un 
nombre  impair  ?i ,  la  fonction  inconnue  est  racine  d'une  équa- 
tion du  degré  n  (  Ji'^  198),  Dans  le  premier  cas  le  module  A 
s'exprime  en  fonction  de  Ai  par  les  formules  des  n°^  194  et 
196;  dans  le  second  cas,  il  dépend  d'une  équation  dont  le 
degré  est  la  somme  des  diviseurs  de  ?7. 

Lorsque  n  est  impair,  l'équation  du  degré  n,  qui  donne  la 
fonction  inconnue,  est  résoluble  algébiiquement.  La  simplifi- 
cation indiquée  au  n°  190,  dans  la  recherche  de  X  (  -  ,  A  j  en 

fonction  de  X(z,  A),  consiste  à  multiplier  d'abord  l'une  des 
périodes  par  n  ,  puis  1  autre. 
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CHAPITRE  Y. 

TRANSFORMATION     niS    FOCTIONS    ELI.IPTK^fES. 


^(K).  Le  problème  (|ue  l'on  se  propose  de  résoudre  est  le  sui- 
vant : 

Trouver  toutes  les  fonctions  rationnelles  j'  de  la  variable  x 
qui  satisfont  à  léqualion  difîérentielle 

cly  flx 

La  constante  k  est  donnée  :  il  faut  déterminer  les  constantes  g^ 
et  /.j  en  même  temps  que  la  fonction  y.  Pour  un  couple  de 
valeurs  attribuées  arbitrairement  aux  deux  constantes  g, ,  A", , 
Léqualion  diilérentielle  n'a  pas,  en  général,  de  solution  de 
l'espèce  considérée ,  c'est-à-dire  dans  laquelle  y  s'exprime 
rationnellement  en  x. 

Soit  y^  la  valeur  de  y  qui  correspond  à  jc  =  o  ;  concevons 
que  Ion  exprime  les  deux  variables  y  et  x  en  fonction  d  une 
variable  auxiliaire  z,  en  posant 

dy  dx 


d'où 

d.r  i^J  dv 


=  dz; 


L      \/fi  — x-)  (i  — À-^A'=1         ../.. 


Désigîions  ]>ar  a  l'une  des  valeurs  de  l'intégrale 


1 


on  aura  aussi 

'"^  dy 


et  par  suite 


i6. 
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]1  est  (railleurs  évident  que  deux  foueiions  elliptiques  a;  cl  )  , 
définies  par  les  écjuatious  (2  ),  satisfont  à  l'équation  (i)  quelles 
(|ue  soient  les  couslantes  gi  et  Ai.  La  question  revient  doue  à 
la  suivante  :  Déterminer  toutes  les  fonctions 

j  =  À(g',  (z-l-  a),  z^-,), 

(jui  s'expriment  rationnellement  par  une  fonction  elliptique 
donnée 

X  =  À  (z,  X-  ). 

207.   Supposons   que  les   valeurs  des  constantes  g:,,   A,,   a 
soient  telles  que  Ton  ait 

(3)  y  =  l,  '        - 

P  et  Q  étant  des  fonctions  entières  de  x.  Désignons  par  w  et  0/ 
un  couple  de  périodes  elliptiques  de  la  fonction  x  ^  par  Wj ,  o)\ 
un  couple  de  périodes  elliptiques  de  la  fonction  j^.  Quand  z 
augmente  de  w,  x  ne  cliange  pas,  j^. ne  doit  pas  changer  non 
plus,  ce  qui  exige  que  w  soit  égal  à  une  somme  de  multiples 
deo),  et  o)\  ;  le  môme  raisonnement  s'applique  à  w'.  Ainsi ,  il 
faut  d'abord  que  l'on  ait 

1    &)'  r=  //  W|  -f-  fj'  w'j  ; 

ou 


(5) 


en  désignant  pour    abréger  par   N    le  nombre  entier 

±:{pq'  -fjp'). 

Lorsque  les  conditions  (4)  sont  satisfaites,  la  fonction  y 
s'expi'imc  rationnellement  au  moyen  de  x  et  de  sa  dérivée  , 
puisqu'elle  admet  les  périodes  œ  et  0/.  Il  faut  trouver  la  con- 
dition pour  que  la  dérivée  n'entre  pas  dans  cette  expression. 

Le  second  membre  de  l'équation  (3)  ne  change  pas,  lors- 
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4)11011  remplace  z  par z,  il  faut  donc  (|ue  Ton  ait 

=  >.(§',  (  -+  2a  —  z  —  aj,  /J, 

cl,  par  conséquent, 

(6)  -+  2a  =  -+//'w,  +r/"w,, 

OU,  en  tenant  compte  des  relations  (4), 

( 2//'  -f-  1  —  y^ ) w, +  (2 7^^--7K 

(7)  «  = j 

4 
La  condition  (6)  est  suffisante  (n°  80)  5  elle  exprime  qu  à  niie 
même  valeur  dej"  correspondent,  dans  chaque  parallélogramme 
élémentaire,  deux  valeurs  de  z  ayant  une  somme  é(|uivalciile 

,    w 

a  — 

2 

Degré  de  la  transformation. 

208.  Commençons  par  évaluer  le  degi^é  de  la  fonction  y 
par  rapport  à  x. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  ^  et  ^  sont  premiers  entre 
eux;  prenons  deux  nombres  /'  et  s  assujettis  à  la  condition 

ps  —  ^r  =iti  1 . 

La  comparaison  des  relations  -^ 

pq'  —  qp'  =  zt  1\ ,      ps  —  (jr  =  :+:  i 

donne 

p' =  m  r -h  pt , 

(  étant  un  nombre  entier. 

Le  parallélogramme  défini  par  les  formules 

w     =  /^  w,  4-  </ W|  , 

est  un  parallélogramme  élémentaire  de  la  fonction  j  aux  pé- 
riodes elliptiques  Wj,  co',  5  mais  ces  deux  périodes  nouvelles  w, 


Fig.  32. 
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0)"  ne  consliluetit  pas  eu  général  un  syslèmo  de  périodes  ellip- 
ntjnes  de  la  foncliou  j.  Puisque 

w'  =^  Nfo"  +  ^w,       w'  —  ?w  =  Nw'% 

la  fonction  x  aux  périodes  ellipti([ues  w,  w'  admet  aussi  les 
périodes  elliptiques 

0) ,       —  ^w  -4-  w    =:  N  w  . 

]^es  deux  parallélogrammes  élémentaires  (w,  0/')  et  (w,  Noo'') 

ont  un  côté  commun  w,  le 
second  côté  du  deuxième  est 
égal  à  N  fois  le  second  côté 
du  premier.  A  une  même 
valeur  de  y  correspondent 
deux  valeurs  de  z  dans  cha- 
que parallélogramme  élé- 
mentaire et,  par  suite,  2N 
dans  le  grand  parallélogram- 
me. D'après  la  relation  (6), 
à   laquelle  doit  satisfaire  la 

( onstante  a,  la  somme  des  deux  valeurs  de  z  étant  équivalente 

à  -5  les  points  qui  les  représentent  sont  placés  comme  l'indi- 
que la  figure,  de  telle  sorte  que  les  droites  Oa,  Cj  Z>,  soient 
égales  et  parallèles.  Chacun  des  couples  («,  Z>„),  (rt,,  ^„_i),..., 

(a„_i ,  bi)  donne  une  somme  égale  à  iS(à"  -\ —  5  il    en    résulte 

«[u'à  une  valeur  de  y  correspondent  seulement  N  valeurs  de  x, 
c'cst-à-diie  que  /  est  un  fraction  rationnelle  en  x  du  degré  N. 

!209.  Si  />  et  <7  ne  sont  pas  premiers  entre  eux,  soit  d  leur 
j)lus  grand  commun  diviseur,  p^  et  qi  les  quotients  de  p  et  q 
j)ar  (L  On  cheiche,  comme  dans  le  cas  précédent,  deux  entiers 
/  cl  s  par  la  condition  />,  .s  —  r/,  /=  ±  i,  et  l'on  pose 


/'■y 


P  v,)-^N,= 


d  où 


;/_=i\,/    [/,./,      ,/  =  N-,,v  -\    >pe 
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La  fonction  y  admet  le  parallélogramme  élémentaire 

-  =:  j)^  0),  -H  7i  w,  ,       '-^     =  '''<^\  +  -^w,  , 
(i 

c'I  la  l'onctiou  x  les  périodes  ellipliques 

Tj  ,        w    =  ^  I  ri)    -t-  ^  —  • 

A  une  même  valeur  de  j  correspondent  dans  chaque  parallélo- 
i^ramme  élémentaire  deux  valeurs  de  z  ayant  une  somme  équi- 
valente à  -•  Si  d  est  impair,   cette   somme  est   équivalente   a 

W  .  (i>  'xl  cl  I        W        --^  II 

—  1  puisque  -  = i ,•  Dans  ce  cas  nous  appellerons 

ld    *■        ^       1         ld  1        0.d  *^ 

.V  la  fonction  aux  périodes  elliptiques  -»  Ni  o/'.  Le  parallélo- 
gramme relatif  à  la  fonction  u  contient  2ÎNi  valeurs  de  z  que 
l'on  pourra  grouper  deux  à  deux,  comme  précédemment,  de 
manière  que   chaque    couple   présente  une    somme   égale    à 

— • -f-N.oj":  d'où  Ton  conclut  que  y  est  une  fonction  raliou- 
nelle  eu  u  du  degré  Nj .  Mais  la  fonction  ii  peut  être  considé- 
rée   comme   ayant   les  périodes   elliptiques  -  et  Ni  w" -|- t -, 

c'est-à-dire-  et  o/-,  on  l'obtiendra  en  divisant  par  d  la  pre- 
mière période  de  la  fonction  x\  c'est  donc  une  fonction  ration- 
nelle en  X  du  degré  d.  Il  en  résulte  que  y  est  une  fonction  ra- 
tionnelle en  X  du  degré  Ni  d  ou  N. 

bi  d  est  pair,  la  somme  -  équivaut  a  zéro,  puisque -  =  -  -: 
y  est  donc  une  fonction  paire  en  x.  Appelons  u  une  fonction 
paire  admettant  les  périodes  -  •>  IS^rW.  Dans  le  parallélo- 
gramme relatif  à  «,  à  une  même  valeur  de  y  correspondent 
2  Ni  valeurs  de  z  que  Ion  groupe  deux  à  deux  de  manière  (|ue 

chaque  couple  ait  une  somme  égale  à  -  -+•  N,  o)"-,  on  en  con- 
clu.t  que  y  est  une  fonction  rationnelle  en  n  du  degré  N,.  Mais 
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la  foiicliou  u  peut  èiro  considérée  comme  ayant  le  parallélo- 
gramme élémentaire  i  -?  'J  |:  dans  chacun  d'eux,  à  une  même 
valeur  de  u  correspondent  deux  valeurs  de  z  dont  la  somme 
est  nulle:  dans  le  parallélogramme  (-!>  w' 1  relatif  à  x^,  se 
trouvent  d  valeurs  de  z  ayant  deux  à  deux  une  somme  égale  à 
— h  co',  donc  u  est  une  fonction  rationnelle  en  x  du  degré  - 

2  '  ^2 

et,  par  suite,  y  est  une  fonction  paire  en  x  du  degré  N.  Ainsi, 
dans  tous  les  cas,  le  riegrc  de  la  fonction  y  par  rapport  à  x 
est   égal  au  dèternùnanl  N  =  rh  [pq'  —  «7/'')- 

Transformation  du  premier  degré. 

Nous  allons  chercher  d'abord  toutes  les  transformations  du 
premier  degré;  on  les  obtient  en  supposant  le  déterminant  N 
égal  à  ±  I .  Il  y  a  plusieurs  cas  à  considérer. 

210.  Premier  cas  :  p  impair,  q  pair.  —  D'après  la  for- 
mule   (7),  on   peut   donner   à    a    l'une   des    quatre    valeurs 

w,    ù)',     w,  +  w'      ^.  ,,  ,,  1      r       »• 

o,  —5  — ) bi  1  on  appelle  y^  la  lonction  qui  corres- 
pond à  a  =  o,  les  diverses  valeurs  dey  seront  ij'i,  3i  - —  ; 
calculons  la  fonction  y^j  =  A  (^1  s,  ^1).  Les  fonctions  j^i  et  x 
ont  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  infinis-,  donc  le  rapport- 
es! une  constante  A.  Pour  avoir  la  valeur  de  la  constante  A, 
dans  la  relation  j)^,  =  Ax,  faisons 

•      V'    .  .       "'"  4  "~       4 


c'est-à-dire 

w 

^  =  4 

ou 

j1  en  résulte 

A=  1 

,     ou 

K=.li, 
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On  oblieut  le  module  hi  en  faisant 


4  2 

011  trouve,  lorsque  A=i,  ki  =  ky  et  lorsque  A  =  A, 
/>,  =  y  On  a  ensuite  soit  ^^  =  i,  soit  ^,  =  A.  Les  solu- 
lions  de  ee  premier  cas  sont  donc 

(8)  /•,  =  /-,     ^-.z^i,    r==±:..,    r=±£' 
et 

(9)  "^'  =  7'    S'^'^'    .y=±^-^,    J  =  ±-- 

211.  Second  cas  :  p  pair,  q  impair.  —  La  valeur  de  a  est 
de  l'une  des  formes  ±: -^  ±  ~-\  appelons  y^  la  fonction  qui 

w,  w. 


correspond  à  a  =  -7^  -(-  -y-\  les  diverses  valeurs  de  r  seront, 
4        4 

comme  tout  à  l'heure,  ±^1,  ± 


I 

Soi  t 


>  =X 


(=..^),.)  = 


1  -i-  «  X- 
En  faisant  z  =  o,  on  a 


'n  =  M  sA  —, 5    A-,     = 


Si  l'on  remplace  z  par  — f--=— '  +2,xse  change  en  —  j: 
X  et  r  en  ^ — :  il  en  résulte 


J  = 


1  II 


1 X 

m 
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et,  par  suite,  •    v 

I  ti     n  , 

/, /M  k^ln  m 

Ces  trois  relations  se  réduisent  à  deux,  et  la  première  donne 
'     pour  m  la  valeur  déjà  obtenue.  Le  premier  membre  s'annule 
pour 


mais  on  a 


-r      ou 


4  4~4  4     ~-^ 

suivant  que  q'  est  pair  ou  impair 5  dans  le  ]>remier  cas 
—  =  -7=  et  dans  le  second  —  =:  -— •  Supposons  d'abord  a' 
pair,  on  aura 

I      \  ->r-  rsfh 

\/k,  I  —  x<^k 

Pour  obtenir  le  module  A,,  nous  ferons 


d'où 

I 

I   _     1  \/'k  t     _         l  +  \/k 

.     -  "      ^k 

Prenant  les  dérivées  et  faisant  2  =  o,  on  a 

/-,  (1  -/■,)  Jk 

—   //  II///     =r.  2  — -=:  -I 


s/k,  \/k, 


IKARSFOr.MATIOJN     DES    I-ONCTIOJNS    KLLIl'TIQL  ES.  Uà  l 

d'où 

Les  l'ésullats  correspondant  au  (;as  où  (f  est  impair  se  dédui- 
sent, des  précédents  par  le  eliangenient  de  A"  eu  —  k.  Ainsi  les 
formules  potJr  le  second  cas  sont 


T,~  \i  —  fk 


g',  =  -  (i  +  \lTj\ 


(lOi   y  =± ^    ^5      y  —  ± — ^ 7=- 

^     '  ,  _  v'X-     I  -  .r V/-  i  +  ^A     ^^^\/k 

et 


I  _ /i+Zy/xV 


-  =  ^^' 


s/^), 


,      ,  ,     }  -h  i  \j'/c   I  H-  ix  s/A  _,     i  —  /  s/f.-   I  —  />  v''^ 

(il)  r  =  ±: p  ^'         J  =  ± 7= jj- 

Le  cas  où  />  et  fj  sont  impairs  dotnie  les  mêmes  formules 
que  le  précédent. 

A  cause  des  deux  valeurs  du  radical  y/A  ,  on  voit  que  le 
nombre  total  des  valeurs  de  k]  est  6",  et  qu'à  chaque  valeur  de 
k]  correspondent  deux  valeurs  distinctes  de  y^. 

Transformations  du  second  degré. 

212.  On  trouverait  avec  la  même  facilité  les  transforma- 
tions du  second  degré  ^  mais  nous  verrons  par  la  suite  qu'on 
les  obtient  en  combinant  deux  transformations  particulières 
du  second  ordre  avec  celles  du  premier.  C'est  pourcpioi  nous 
nous  bornerons  à  considérer  le  cas  particulier  suivant  qui 
nous  sera  utile. 

Soit  '  . 

w  =  2  w,  -I-  2  w    ,       w  z=  W|  ,      y.  -^z  —  t 


M«.(=-'-^)-.)' 
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La  fonction  j  est  une  fonction  paire  du  second  degré 5  posons 


m  -f  -  n  .i:^ 


1  +  //  .r- 

^'  en 


En    faisant   z  =  o,    on   obtient    //z  =:  i.     Changeons    z 

-  -\-  z  ^= h  ^,  la  lormule  devient  , 


■2 

n 


•-^/■'..^ 


Identillant  avec  la  valeur  précédente,  il  vient 

,  V  I     ±    /    X' 


l^our  2=—  =  -T on  a 
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1         /■  zb  1  __  X  liZ  I 

Al  


/,        '^  ^  I  X  dz  1 

Enfin,   en  égalant  les  coefficients  des   puissances  de   z^,    on 
obtient 

Transformation  dun  degré  quelconque  quand  y   s'annule 

avec  X. 

213.  Nous  allons  indiquer  maintenant  comment  on  déter- 
mine en  général  la  fonction  y.  Nous  examinerons  d'abord  le 
cas  où  la  fonction  j^  s'annule  avec  x. 

Dans  ce  cas,  a  est  nulle  ou  de  la  forme  yn  —  -\-  n  w',  ;  l'é- 

2  '  ' 

quation  (7)  montre  que  p  est  impair,  q  pair,  et  l'on  a 

nous  calculerons  \  (g^i  z,  Aj  ). 

Supposons  d'abord  p  et  q  premiers  entre  eux  5  si  l'on  com- 
pare la  fonction  y  à  la  fonction  qui  admet  les  périodes  ellip- 
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luiiics  (.."208), 

0)    =  r  0) ,  +  ^  c>) ,  , 

on  voit  (|Uo  ces  deux  Ibiictioiis,  .lyanl  les  mêmes  zéi'os  el  les 
mêmes  infinis,  sont  dans  leur  rapport  constant;  la  première 
est  égale    à   la    seconde    multipliée   par   Tune  des   consta.ites 

±  i,±---  Mais   la   fonction    aux  périodes  elliptiques   o),  w" 

A" 

s'obtient  en  divisant  par  N  la  seconde  période  de  la  fonction 
.r  =  X  (z,  h).  SiNcst  impair,  on  pour. a  diviser  par  N  la  pre- 
mière période  au  lieu  de  la  seconde.  Si  ]N  =  2"?s',  on  pourra 
diviser  la  première  période  par  ]N',  puis  la  seconde  n  fois  de 
suite  par  2. 

Si  p  et  q  ne  sont  pas  piemie.s  entre  eux,  leur  plus  grand 
commun  diviseur /7  est  impair;  on  divisera  d  abord  par  d  la 
pi-emière  période  «,  puis  on  opérera  comme  précédem- 
ment (n"  209). 

La  valeur  dey,  pour  ^  =  — •«  est  nulle  ou  infinie  suivant  que 

q'  est  pair  ou  impair  ;  donc  le  degré  du  polynôme  Q  sera  supé- 
rieur ou  inférieur  à  celui  du  polynôme  P,  suivant  rjue  les 
nombres  q'  et  N  seront  pairs  ou  impairs.  Il  faut  remarquer 
en  outre  que  la  valeur  àc y  est  égale  au  produit  de  x  par  une 
fonction  rationnelle  de  .r'. 

Transfonnntion  d'un  degré  quelconque  quand  y  ne  s'annuîc 
pas  a^ec  x. 

Ce  cas  se  subdivise  en  quatre^  suivant  que  p  et  q  sont  pairs 
ou  impairs. 

214.   Premier  cas  :  /;  iin]mii\  q  pair.  —  La  relation  (7)  donne 

a  =  —  ou  a  =  — —  ;   car    il    faut    rejeter    les    hypothèses 

2  2  ,1  V 

cz  =:  o,   a  =—  qui  donneraient  y  =  o  pour  x  =  o.    La  fonc- 
tion Y  est  essaie  h  db ,  c'est  une  fraction  du  premier 

degré  de  l'une  des  fondions  qui  s'a.inulenl  avec  x. 
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215.  Second  cas:  p  paii\  q  impair.  —  Considérons  nnc 
fonction  auxiliaire  j^  s'annulant  avec  x  et  admettant  les  pé- 
riodes elliptiques  w.>,  w'^  déterminées  par  les  formules 

w,  ^  a  u),  -\-  b  <x)2  ) 

dans  lesquelles  les  nombres  entiers  «,  h,  a',  //,  véritient  la 
relation  ab'  —  ha'  =  ±  i .  On  aura 

w  =1  [ap  -\-  a'  q)  w.  -h  [bp  -h  b' q)  w',  , 
o>'  =  {(ip'  -\-a'  q')oy2  +  {bp'  -h  b'  q')ro\, 
[ap^a'q)[bp'  -\-b'q')  —  [bq  +  b' q)  [ap'  -\- a' q') 
=  [pq'-qp'){ab'—ba')^^. 

Si  Ton  prend,  ce  qui  est  permis,  a  =  b  =  a'  =:  i  et  é'zn  2, 
la  fonction  ji  est  ime  fonction  rationnelle  en  x  du  degré  N5 

on  voit  que  la  somme  -  des  deux  valeurs  de  z  qui  dans  cha- 
que paralléloi^ramme  correspondent  à  une  même  valeur  de  y 
est  équivalente  a  —•,  et  par  suite  que  y  est  une  lonction  ra- 
tionnelle du  premier  degré  en  y  y.  Ainsi  7  est  une  fraction  du 
premier  degré  de  l'une  des  fonctions  qui  s'évanouissent  avec  x. 

216.  Troisième  cas  :  p  et  q  impairs.  —  On  traite  ce  cas 
comme  le  précédent  cl  on  arrive  à  la  même  conclusion.  On 
prendra 

rt  =  ^  =rr  /;'  =:  I       et      a'  =  ■?.. 

217.  Quatrième  cas  :  p  et  q  pairs. — Comme  nous  l'avons 
vu  au  n"  209,  la  fonction  y  s'exprime  par  une  fraction  qui  ne 
contient  que  des  puissances  paires  de  .r. 

Soit  p  =  ipi.,  q  =z  iq,:^  posons 

Désignons  par  /,  le  module  delà  fonction  aux  périodes  ellip- 
tiques ro, ,  o)j  et  par  g.2  son  paramètre,  la  fonction 


^+j),/: 
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sera  donnée  par  la  formule  du  n"  (!212) 

1  +  kx'' 

.r,=  -~^' 

1   —  hx- 

On  a  ensuite 

roj  r=  p   0),  -f-  </'  oj|  , 

w;  =  {p,—p')  "\  +  (7i  —  7')  ">',  • 

!.<•  d('lerniiiiant 

p'  (^h~n')-n'{p^-in 

esl  eeal  a  — •  Posons  maintenant 

2 

z  +  "7^  =  z',      d'où     .r,  =  A  (g'2  z',  /;)  ; 
4 

la  sonnne  des  deux  valeurs  de  z^  qui,  dans  chaque  parallélo- 
gramme élémentaire,  correspondent  à  une  même  valeur  de;^, 
étant  équivalente  à  o,  la  somme  des  d(>ux  valeurs  de  z'  est  équi- 
valente à —;  il  en  résulte  que  y  est  une  fraction  rationnelle 
?,  i      . 

N 
en  Xi  du  degré  —  Si  p'  et  q'  ne  sont  pas  tous  deux  pairs,  cette 

fraction  se  déterminera  comme  nous  l'avons  dit;  mais  si  //  et 
ff  contiennent  le  facteur  2,  on  répèlera  une  seconde  fois  la 
même  réduction.  Cette  seconde  transformation  ramène  le 
module  primitif  A,  tandis  que  le  paramètre  acquiert  la  valeur 
2,  et  la  nouvelle  fonction  jt'a  a  pour  valeur 

I  11  —  7.  fr  X-  H-  /^r' 


/  &>      ,  \         /■     I  —  2  .r^  H-  fi-  .r' 

/  X  (  2  Z  +  -^ ,  ^-  j 

218.  Le  résultat  de  deux  transformations  successives,  l'une 
du  degré  ;7 ,  l'atitrc  du  degré  n',  s'obtiendrait  par  une  seule 
transformation  de  l'ordre  N  =  ««'.  Réciproquement,  toute 
transformation  de  l'ordre  N  =  }in'  peut  s'obtenir  par  deux 
transformations  successives  ,  la  première  du  degré  //,  la  seconde 
du  degré  n' .  Cette  proposition  est  évidente  lorsque  la  fonction  jy 
>  évanouit  avec  x,  puisqu'alors  on  obtient  la  fonction  en  divi- 
sant les  périodes  de  x  par  deirs  n()inl)res  d<Mit  le  pi'oiiuit  est  JN, 
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et  que  Ton  peut  remplacer  chaque  division  pai  ilenx  divisiouh 

successives  ;  il  est  facile  de  l'étendre  à  tous  les  cas. 

En  appliquant  au  cas  où  le  déterminant  est  égal  à  2  ce  que 
nous  avons  dit  dans  les  n°'  213  et  suivants,  on  voit  que  les 
transformations  du  second  degré  s'obtiennent  en  combinant, 
soit  la  formule  (2)  du  n°  196  pour  la  division  (]e  la  seconde 
période  par  deux,  soit  la  formule  (12)  du  n"  212,  avec  les 
formules  de  transformation  du  premier  degré. 

219.  Legendre  s'était  proposé  le  problème  de  la  transfor- 
mation comme  moyen  de  simplifier  le  calcul  de  la  valeur  ap- 
prochée de  l'intégrale  définie 

dans  laquelle  le  module  A  a  une  valeur  positive  inférieure  à 
l'unité.  On  obtient  rapidement  la  valeur  approchée  de  ::, 
lorsfiue  h  est  voisin  de  zéro  ou  de  un  5  il  s  agissait  de  ramener 
rinié"rale  à  l'un  des  cas  précédents,  par  un  changement  de 
variable.  Dans  la  première  transformation  indiquée  par  Le- 
gendre, la  fonction  y  est  une  fonction  irrationnelle  de  x., 
elle  correspond  à  la  division  par  2  de  la  première  période  de 
la  fonction  x. 


CHAPITRE  YI. 
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Remarques  sur  la  dn'ision  {le  la  preinihre  période. 

220.  Nous  avons  donné,  n"'  198  et  suivants,  les  formules 
indispensables  pour  la  division  de  Tvine  des  périodes  d'une 
fonction  elliptique  par  un  nombre  impair  n.  A  ces  formules , 
on  en  peut  ajouter  beaucoup  d'autres  utiles  dans  les  appli- 
cations. 

Supjiosons  d  aboid   fju'il  s'agisse   de  la  division  de  la    |>r('- 
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mîèrc  période-,  on  a  trouvé 


w   i= 

<-'-^(i-")^-(i-=::)-ni-^ 

/"     7   \                  JT 

^=(^)>=(^")--^(^::) 

{^1        g'— 

'  \4    "/     \4       "J        V4        2    M 

(4) 

A'        A        ^        '         V  X» 

221.   Remarque  I.  —  On  démontre   aisément  que  la  fonc- 
tion w  (g'i  z,  Ai  )  el  le  produit 


p(.).  .  +  ^\  j.  +  .ey.  ^,[ 


,j.\z-\-ln  —  \\  - 


il        il 

oui  les  mêmes  périodes  élémentaires  —  et h  Q! .  les  mêmes 

^  77        in 

zéros  et  les  mêmes  infinis;  donc 
d'où,  en  faisant  2  =  0, 
On  a  de  même 

<«)       È="(7)'=(4)-"('^7)-  • 
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En  faisant  "  =  7  clans  la  formule  {7),  il  vient 

et,  en  se  servant  de  la  relation  v  (y  —  z\ -j  (c)=Â'{n"  10!  ), 

(9)  ^,  =  c 


u\        /     ii\  /  «  —  I    i> 

vM  -       V       2  -      .  .  .  V 


La  division  membre  à  membre  des  formules  (i)  et  (5)  donne 

La  comparaison  des  formules  (8)  et  (9)  ,  puis  des  formules 
(2),  (3),  (4)  conduit  aux  relations 

(-'  "'(!)"(^^-)--"('-^!)=\/f' . 

222.  ReaîArque  II.  —  An  lien  d'exprimer  les  fonctions 
/  (^,z,  A, ),  fz(§-iZ,  A, ),...,  par  des  produits,  on  peut  les  expri- 
mer par  des  sommes. 

.     Si,dans  la  formul*' (i),  on  groupelcfacteur}>  (  2  H )  avec  lo 

faneur  ^  (  i:  +  [n — i)  —  j  qui  esl  t?gal  à  ?.  iz  —  —  )i  puis  les 
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facteurs  l  iz-i-2—\^'Xiz-{-{n  —  a)—),...,  on  a 


yiz) 


„_„.^(ILks) 


I  — /î'Xnz)A=  (-1 

Il  en  résulte  d'abord,  d'après  les  relations  (4)  et  (i  i) 


_  " — ' 


-    .-.(.fi) 


Si,  dans  l'équation  (i5),  on  considère  l{giZ,  Aj)  comme 
une  quantité  donnée  et  X(z)  comme  l'inconnue,  les  n  va- 
leurs de  l'inconnue  sont  les  valeurs  des  quantités 

>    (z),        ),     f   Z-f--^J,  ).   fz_|-2^J,.--  •»  >(   2-  +(//  —  !)- j,    " 

puisque  le  second  membre  ne  change  pas  quand  z  augmente 
de  — .  Or,  si  l'on  ordonne  1  équation  par  rapport  aux  puis- 
sances de  X  (z),  on  voit  que  la  somme  des  lacines  est  égale  à 


ou  a 


j,     '^U^h^')- 


»7' 
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Ainsi 
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/»=/« —  I 


Ms...i.)=^    1    '{'-^"7, 


p—o 


(.6) 


[ 


=  i^,^w  -'■  2 


/'=' 


-/•n^(.)X'(^/,i^)^ 


On  a  de  môme 


f'  (,^.  ^,^'' 


k 


p^n —  r 
p—o 


(=-^) 


(•7)^ 


^^  g. 


f^  \PZ 


.=  .     ,-xnn'z)r(;,^)_ 


p=0 


-^p  -. 


(»B) 


^/^^^^ 


V      /? 


/-). 


'W'H)- 


^=0 


>9)' 


i?' 


[ 


223.   Remarque  III,  —  On  exprime  aisément  par  des  for- 
mules  analogues  à  celles  des   numéros  221    et  222  la   fonc- 
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tîon  1  —  A(g,z,  A,),  (jui,   dans  chaque  parallélogramme  élé- 
mentaire, admet  le  zéro  double  ,-•  On  sait  (n"  198)  que  1  une 

4  «  ' 

,  .   ,     ii  ii  ,     ,     ,   ii        .  3ii 

des  ciuantitesT \- P  -  est  égale  a  -^  ou  a  -v-,    suivant  (lue  n 

*  ^n       '    n  °  l^  4 

est  de  la  forme  4"'  H-  i  ou  delà  forme  4^'  —  i.  On  aura  donc, 

dans  le  premier  cas,  '  .  . 


/;=« —  1 


(20)  1—  /(g'.Z,  /,)  =  B       |[  ,_>,   /z+y;^ 

dans  le  second  cas. 


(21)  I_A(^,Z,/i,)=-B       JJ      |^,+  A    ('24-/^^)1. 

La  constante  est  la  même:  on  la  détermine  en  faisant  z  =  o, 
ce  qui  donne 

.      i  =  ,('i),(.i')...    ,.(^5). 

La  Ibnclion  i  —  ^"1  ^' (^i^,  A»)  admet,  dans  chaque  parallélo- 
gramme élémentaire,  le  zéro  double  '. f-  —  •  Lune  des  quan- 

.  ,    ii        il'         a    ,         ,    ,    ,  n       il'       ,  3ii       iV 

tites  -T—  H hA*  -    étant  égale  a  ~,  H oua-r-  H » 

4«2'^;2  ^  42  4  ^ 

suivant  que  n  est  do  la  forme  4"'-f-i  ou  de  la  forme  ^n' — i, 

on  aura,  dans  le  premier  cas, 


(22)  i-/Ç-,(g',z,/(,)=C      JJ     r,_A>.  U-H/y  ^)1 
dans  le  second  cas, 

(23)  .  —  /!,>(g-,z, /■,)  =  €    J['J      \x-^h\(z  +  p~\ 


p=0 


p^=n  —  I 


;;=o 
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En  faisant  z  =  o,  on  trouve 


È=-(")-=H)--{^-:)- 

On  peut  transformer  ces  formules,  si  l'on  met  à  part  le 
premier  facteur,  et  si  l'on  groupe  les  autres  deux  à  deux,  en 
remarquant  que 

et  que 

on  obtient  les  quatre  formules  suivantes 


p  — 

(24)  ,-a(o^.2,/,)  =  ['-M^)] 


(25)  ,_>(g,5,/?-,)  =  [l+>(z)]  JJ 


n  L   Ki-^)J 

11 t-^^;t ' 


P=i      I 


n — I 


(26)  T_/?,>(g^,s, /5,)=['-''-M^)]  n 


p=i 


rt— I 


nUMARQUES    SUR     LA    ïll  VNSrOUMATlON .  .t6S 

La  première  et  la  tioisièine  s'ap[)li(|U(ni  lois([U(;  //  est  de  la 
forme  4  fi'  -h  i  '-,  les  deux  autres  quand  n  est  de  la  forme  4  «' —  i  • 
En  remplacaîil  z  par  —  z,  on  obtient  les  fonctions 

on  en  déduit  les  valeurs  de  ,a(^,2,  Aj)  et  de  v(^,  z,^])  obte- 
nues d'une  autre  manière. 

Remarques  sur  la  division  de  la  seconde  période. 

224.  Les  formules  pour  la  division  de  la  seconde  période 
sont  semblables  aux  précédentes;  on  les  obtient  en  remplaçant 
dans  celles-ci,  dont  nous  désignerons  l'ciisenible  par  (•^),ii  pai' 

71 I 

îî',  et,  en  outre,  dans  la  formule  (^)  A  par  (  —  i)    -    A  ,  et 

n — I 

dans  la  formule  (3)  g^  par  ( —  i)  '  gi  5  soit  [s')  l'ensemble  des 
nouvelles  formules.  L'omission  de  ces  deux  derniers  cliange- 
nienls  donnerait  la  fonction  inconnue  changée  de  signe  lors- 
que n  est  de  la  forme  ^  Ji' —  i.  En  remplaçant  dans  les  for- 
mules (5)  îî  par  dr  rtft  -h  (i  4=  n)  fi',  ce  qui  est  permis,  les 
signes  supérieurs  correspondant  au  cas  où  n  est  de  la  forme 
4  n'-\- 1  et  les  signes  inférieurs  au  cas  où  n  est  de  la  forme  4  '^' —  ï  > 
on  obtient,  au  signe  près  des  deux  constantes  A  et  ^1,  les  for- 
mules relatives  à  la  division  de  la  seconde  période.  Ainsi, 
abstraction  faite  du  signe,  la  division  de  la  seconde  période 
par  n  donne  les  mêmes  fonctions  que  la  division  de  la  première 
période  par  le  même  nombre,  ce  qui  s'accorde  avec  la  re- 
marque du  n°  200. 

225.  Dans  les  formules  (5),  Q.  désigne  la  première  période 
de  l'un  des  couples  de  périodes  elliptiques  de  la  fonction 
"k  (z,A);  c'est-à-dire  que  l'on  a 

n  —  (4rt  H- 1  )  w  H- 4 ^ <■>'» 

4«  -I-  I  et  4  ^  étant  premiers  entre  eux.  Mais  ces  formules  ne 
changent  pas  lorsqu'on  augmente  lî  d'un  multiple  de  nu)  ou 
de  not)';  or  on  peut  prendre  t  et  l'  ;iinsi  (|uc  a  et  h.  de  manière 
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que  Ton  ait  ;         .  ;     1 

{^a -i- ^)  Cl -i- ^h  (,/ -\- /itw -+- /i  t' M 
=  [  ^  a  -h  i  -h  tx-)  w  -\~  (^  /^  b  -{-  nt' )  (,>'  =  p M  -{-  g  (,>' ,  ' 

p  cl  q  étant  des  nombres  quelconques  n'ayant  pas  un  même 
facteur  commun  avec  n.  Dans  ce  qui  suit  nous  supposerons 
que  12  désigne  la  quantité  poy-\-qu>',  et  qu'en  outre  q  est 
pair. 

Transformations  complémentaires . 

22(5.  On  sait  que  la  fonction  au  module  //^complément  de  h, 
a  pour  périodes  (n"  107) 


'  2 


On  en  déduit 


en  désignant  par  fli  une  période  analogue  à  fl  servant  pour 
la  transformation  de  la  fonction  au  module  complémentaire. 

Si  dans  les  formules  [s)  ou  change  z  en  /z,  £î  en  zHi,  et  que 
l'on  remplace  les  fonctions 

par  leurs  valeurs  à  l'aide  des  fonctions 

'^■{g'h'^'\)y       ^{g^^y^-\)y      -^ig'h^-'i),      ^{g^h^\}, 

dans  lesquelles  le  paramètre  gi  n'a  pas  changé,  tandis  que  le 
module  Aj  est  remplacé  par  son  complément  (n°  106)  5  si  en 
même  temps  on  exprime  les  fondions 

à  l'aide  des  fonctions 


liKMAnQUr.S     SUU     LA     TRAftSFORMAXlOJS.  ^65 

et  les  constantes 


à  l'aide  des  nouvelles  consiaiiles 


'(/'v*')'  ^{''t:'''} 


on  déduira  ainsi  des  formules  qui  servent  à  passer  du  mo- 
dule A  au  module  Aj  celles  qui  servent  à  passer  du  module 
A'  complément  de  A  au  module  A',  complément  de  A,. 

Les  formules  déduites  de  la  série  [s)  seront  les  analogues  de 
«elles  de  la  série  [s'),  et  réciproquement. 

TransJ'ormatÏGns  snp])Icnieiitaires. 

^1^11.  Si,  après  a\oir  divisé  par  n  la  première  période  fl  de 
la  fonction  X  (^,  A),  on  divise  également  par  ?i  la  deuxième 
période  fl'  de  la  seconde  fonction,  on  revient,  ainsi  que  nous 
l'avons  observé,  au  module  primitif  et  le  résultat  est  1  {nz,  A). 
Ce  sont  ces  deux  transformations  successives  que  Jacobi  ap- 
pelle transformations  supplémentaires  ;  leur  ensemble  équi- 
vaut à  la  multiplication  de  l'argument  z.  On  a  donc 


ti —  I 


>Ms'.2, /m) 


f^—r  I      a' 


Mais  on  sait  que 


^l  '''  {§<  «:>   ^"i 


—  a  ],  /! 


par  conséquent  le  diviseur  du  dernier  facteur  a  pour  valeur 
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on  verrait  de  même  que  le  précédent  est 


5  "  1 


\         in 

et  ainsi  de  suite.  Si  l'on  change  l'ordre  des  diviseurs,  la  valeur 
de  A  {nz.  A)  prendra  la  forme  suivante 


n —  I 


^M^.=,^.) 


(28)    \[nz,h)=-\{s,z,k.)      TT     _ 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  le  module  A  réel  et  moindre 
({ue  l'unité,  la  fonction  /.  (z,  A)  a  pour  l'un  de  ses  couples  de 
périodes  elliptiques 

,    /"  du  ,  f  du 

les  intégrales  étant  reciilignes.  Admettons  que  le  paramètre 
gi  et  le  module  Aj  se  rapportent  à  la  division  par  n  de  la  pé- 
riode w;  d'après  l'équation  (4),  quand  n  devient  très-grand, 
A,  tend  vers  zéro  5  par  conséquent  la  limite  du  produit 


w  __   ,    /"  du 


est  égale    à    27:,    celle    de  —  est   égale   — ;  enfin   celle  de 

«  °  w 

>  I  —  a,  A,  I  ,  (jviand  on  suppose  que  a  reste  fixe,  est  sin — -«• 

y 
Si  dans  la  formule  (24)  on  fait  z  =  -y  t  restant  constant  lors- 

que  n  augmente  indéfiniment,  il  vient 


2  ttÇ               .      2it'C 
■ sm' 


1 ^- .    I  — 


.,,,    ,x          w     .2  71-!;             sin'2  7rp            sin'47rp 
\l<;,  A)  =  - —  sin 1  .  _ l—L . 

2  7T  W  .         2  TtH  .        ZITC 

sm' sin' ^ 

Sin' 7rp  sin  d  7rp 
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C'est  par  celle  démonslralion ,  ([u'il  serait  aisé  de  rendre 

rigoureuse,  que  Jacobi  obtient  le  développement  des  fonctions 

elliptiques  en  produits  d'un  nombre  infini  de  facteurs  [voyez 

livre  IV,  chapitre  11). 

Transformation  fîu  troisième  degré. 

228.  Afin  de  mieux  faire  comprendre  la  méthode,  nous 
allons  effectuer  les  calculs  pour  la  transformation  du  troisième 
degré  et  pour  celle  du  cinquième  degré.  Nous  commencerons 
parla  transformation  du  troisième  degré. 

Si  l'on  développe  suivant  les  puissances  de  z  les  deux  mem- 
bres des  équations  (qS)  et  (27),  et  si  l'on  égale  les  coefficients 
de  z ,  on  a 

(29)  —  g, 


-—  I 


[3o)        ,  .       _^g.,=  i_2> 


En  égalant  les  coefficients  de  z*  dans  les   deux  membres  de 
l'équation  (5) ,  on  trouve 

Enfin  l'équation  (4)  devient 

Posons 
l'équation  (Sa)  donne 

V12/       p' 
puis  l'équation  (29) 

■2/y  —  g 
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Substituant  dans  l'équation  (So),  on  obtient  l'équation  entre 
les  modules 

(33)  p'  —  q'=z-lljq{l  —  p'q'). 

De  l'équation  (3i)  on  déduit 


12  ,' 


La  substitution    dans   la   formule   (iS)   donne  la  formule  de 
transformation 

(Si)  j-  =  -  q{'^p'-q)-p'-':\ 

q^     I  —  p'q[ip^  —  9)  •^" 

En  éliminant  X*  ( — |  entre   les  équations   (12)   et   (i3),   on 
obtient  l'équation  modulaire  sous  la  forme 

qui  se  ramène  aisément  à  l'équation  (3o). 

Si  l'on  suppose;?  réel,  positif  et  moindre  que  l'unité,  l'équa- 
tion (33)  a  une  racine  réelle  comprise  entre  o  et  p,  une 
seconde  racine  réelle  comprise  entre  — i  et  — p  et  deux  racines 
imaginaires.  La  racine  positive  correspond  à  la  division  de  la 
période  w,  la  seconde  racine  réelle  à  la  division  de  la  période  w'. 

Transformation  du  cinquième  degré. 

2t^9.  Les  équations  (24),  (26),  (5),  (7),  (4)  donnent  de  la 
même  manière  que  dans  le  cas  précédent, 

(36)      o,^=i4-2[/(«)-/(3a)], 

(38)      ^.^^=,-t-2[V^(a)+À^(3a)l-2[A=(2a)  +  XU4'^)]r 
(3^)        .  y'{a.)V['6a)  =  -^\ 


REMARQLES    SUR    J.A     TRANSFORMATION.  uGg 

.     .      il 

Jaiis   lesquelles   a   désigne  ,    pour    abréger,   la    «juanlite   — -• 
Si  Ton  pose 

on  déduit  des  équations  (89),  (35),  (36), 

/  (3a)  -  ),  (a)  =       ^^]~^'   ,.. 
^       '  '     '        2/>'(H-/î7) 


>'(a)4->'(3«)  = 


(^.  _,/.).  + 8/;' ^(l+/7^')' 


4;.' (1+7.73)^ 

I  I       _  (/>'  —  y')'+  8;?^ y  (i  +7^'/')'    , 

Eliminant  entre  les  équations  (87)  et  (38)  le  binôme 
A'  (2a)  4-  À-  (4a) ,  puis  substituant  à  la  place  des  quantités 
leurs  valeurs,  on  obtient  l'équation  modulaire,  qui  peut  pren- 
dre les  diverses  formes  suivantes  : 

(  4o)  p'—q'-h  Sp'  q'  (p'  —  7'  )  —  4  pq  (  I  —  //  7'  )  =  G  , 

(42)         ip'-^T){p-—q')  —  /^pq{l   +pq'){l—qp')  =  0. 

L'une  des  équations  (33)  ou  (34)  donne  ensuite  la  valeur 
<Je  V  (2a)  -h  /^  (  4  a  )  5  on  trouve 

d'ailleurs ,  on  a 

/(3a  +  a)  ).  (3a  -  a)  =M4  a).>  (2  ,.)  = -A^^^l^^-^y 
il  en  résulte 


X^(2a)A'(4a)=r 


p">{i-^pq' 
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d'où,  enfin,  la  formule  de  transformation 


À-    2a)  >'(4«) 


/,n'{2<x)x-'       I  ~ /•'•/.'(  4a). r' 
T       i-hpq'—p{p'+q'){q-i-p')x'+p'c/{r/+p')x* 


CHAPITRE  \U. 

SUITE    DE    LA    TRAKSFORMATIOIV . 


230.  On  peut,  avec   Abel,  généraliser  le  problème  de   la 
transformation  cl  se  proposer  dcdéterrainer  gt  et  A,  de  manière 
que  l'équation 
.  .     -  df  dx 

g,  V  (I  -7')  (I  -  /Î-;  r')  ~  7!^  -  ^•')  (I  -  f--'^) 

ail  une  intégrale  définie  par  une  équation  algébrique 

(2)  /{x,y)  =  o, 

entre  les  variables  x  cl  y.  Si  l'on  continue  de  désigner  par  z 
une  variable  auxiliaire  liée  aux  variables  ^r  ely  par  la  relation 

(3)  ^,==A_  =  'Jf,  ■    - 

g,^y       àx 

on  aura 

(4)  x  =  \{z,li),        j  ~  >  (g,  (z  +  a),  /,). 

SoitlN  le  degré  de  l'équation  (2)  par  rapport  à  }^  ^  o),  0/  les 
périodes  de  la  fonction  elliptique  )>  (z,  h)  ;  Wj,  0/  celles  de  la 
fonction  X(g^,  z,A,  ).  Supposons  que  l'on  ait  remplacé  dans 
l'équation  (2)  x  ci  y  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  z; 
quand  z  augmente  d'un  multiple  de  w,  x  ne  change  pas;  or  a 
chaque  valeur  de  x  correspondent  seulement  N  valeurs  de 
j  ;  il  en  résulte  que  y  ne  doit  pas  changer  lorsque  z  augmente 
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<l  LUI  ccilaiii  multiple  de  o)  ;  le  même  raisonnement  rapplique 
à  la  période  w'.  Ainsi  il  fani  que  l'on  ail 

(    /;/  w'  ^=p\  u,  4-  y'i  wi  , 

m,  Pi,  Çi  étant  des  entiers  que  l'on  peut  supposer  non  divisi- 
bles par  un  même  nombre,  et  de  même  m'.  p\,  q^. 

231.  ]Nous  allons  démontrer  ([uc  ces  conditions  sont  suffi- 
santes. Sur  le  plan,  dans  lequel  sont  figurées  les  variations  de  z, 
marquons  les  points  a^,  a»^  a^,  .  .  .  ,  «',  ,  a,  ,  a'3 ,  .  .  .  ,  qui  cor- 
respondent aux  valeurs  œ,  2W,...,  w',  sw',...,  attribuées  à  z\ 
par  les  points  à^ ,  d^,  a\  , .  .  . ,  menons  des  parallèles  à  oa,  et 
par  les  points  «i,  «2,  «3, .  .  .,  des  parallèles  a  oa\-,  opérons  de 
même  avec  les  périodes  ojj,  o)', .  l.e  plan  sera  ainsi  partagé  en 
deux  systèmes  de  parallélogrammes  élémentaires  qui  corres- 
pondent, les  premiers  à  la  fonction  x,  les  seconds  à  la  fonc- 
tion y.  Les  équations  (5)  expriment  que  les  points  a,„,  a^„,, 
as,,,, .  .  . ,  d„,',  «'5,,,', .  .  . ,  sont  des  sommets  communs  aux  deux 
systèmes  de  parallélogrammes:  les  droites  du  premier  réseau, 
qui  passent  par  ces  points,  se  coupent  en  d'autres  points  qui 
sont  également  des  sommets  du  second  réseau 5  faire  de  cha- 
cun des  parallélogrammes  formés  par  ces  droites  est  égale  à 
mm'  fois  celle  du  parallélogramme  élémentaire  de  la  fonc- 
tion x  et  à  Pi^/', — p\Çi  fois  celle  du  parallélogramme  élé- 
mentaire de  la  fonction  j  . 

Mais  il  peut  arriver  fjue  les  parallélogrammes  renferment 
dans  leur  intérieur  des  points  communs  aux  deux  premieis 
réseaux.  Pour  former  le  troisième  réseau  de  manière  que  ses 
sommets  comprennent  tous  les  points  communs  aux  deux  pre- 
miers, on  fera  mouvoir  parallèlement  à  elle-même  la  droite  oa^ 
jusqu'à  ce  qu'elle  passe  par  une  seconde  file  de  sommets  com- 
muns C),  C2,  C3,.  . .  5  puis  on  joindra  l'origine  à  l'un  quelcon- 
que de  ces  points,  au  point  Cj  par  exemple;  par  les  points 
^mi^iiny  ^3,ny'''i  OU  mèucra  des  parallèles  à  oci;  enfin  on 
prendra  sur  oCi  des  longueurs  oci  =  Cic'^  =  c',c" ,... ,  cl  l'on 
mèiK'ra  par  les  points  c\,c[  .  .  .  des  parallèles  à  Ofli. 


2J2  .  LIVRE    V. 

Lo  déplacement  do  oa,  se  délerniine  en  cherrlianr  le  mini- 
mum de  Z>,  pour  lequel  on  a  , 

a,  ^,  ûj,  ^,  étant  des  entiers-,  question  qui  ne  présente  pas  de 
difficultés  lorsque  m ,  m\  ;?, ,  Çi,  p\ ,  q\  sont  donnés. 

232.   Substituons   aux   relations  (5)  les  relations  équiva- 
lentes 

OT w  =  /j, W|  +  <7,  w, ,  •- 


(6)  j 

D'après  ces  relations,  le  plus  petit  parallélogramme  ayant  pour 
sommets  des  sommets  communs  aux  deux  réseaux,  est  équiva- 
lent à  mb  fois  le  parallélogramme  élémentaire  de  la  fonction 
j:  et  à  pibi — ■  ^i  «i  fois  le  parallélogramme  élémentaire  de  la 
fonction  y. 

Soit  d  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  />i  et  qi  ^  i^o- 

les  entiers  ;72,<7,,;y,,<7',  vérifiant  la  condition  p^,q\  —  p\  q^  =  i. 
On  peut  remplacer  les  périodes  o).,  w'^,  comme  périodes  élé- 
mentaires, sinon  comme  périodes  elliptiques,  par  les  périodes 
0), ,  0)', ,  et  l'on  déduit  des  relations  (6) 

on  a  d'ailleurs 

p^bi  —  q^a^^=  fis. 

Appelons  A'j  le  module  de  la  fonction  aux  périodes  ellipti- 
ques Wj,  fo'j,  gi  son  paramètre  et  a,  une  constante  choisie  con- 
venablement, on  sait  (n'^'  210  et  21  I)  que  la  fonction 

s'exprime  par  une  fraction  du  premier  degré  à  l'aide  de 
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La  question  proposée  est  ramenée  à  la  recherche  de  la  rela- 
tion qui  existe  entre  les  deux  fonctions  x  et  j^,.  Pour  cela, 
nous  déterminerons  un  parallélogramme  (fl,  Q!)  qui  soit 
compris  exactement  dans  chacun  des  parallélogi  ammcs  (w,  co') 
et  (wj,  w'j). 

Soit  cl'  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  h  et  5-,  posons 

b  =  d' b^,      s  =:d'  Su 
puis 

(8)  '    .  =  M'i'., 

on  aura  ,  d'après  les  relations  (7) , 

(9)  f         lad—rm        b,t\  ,      , 


Puisque  b^  et  Si  sont  premiers  entre  eux,  on  peut  choisir/; 

,  .,  ad  —  rm         b,t      .  .  t^  ,  • 

de  manière  que •  H soit  un  entier  ti.  Désignons  par 

K  le  module  de  la  fonction  aux  périodes  D.,  fL'  et  par  G  son 
paramètre,  par  a^  et  a^  deux  constantes  choisies  conveiiable- 
ment,  on   aura  (n°207) 

).(G(2  +  a,),K)  =  «.[).(g'.3,/^,)]. 

f  et  <s  étant  les  caractéristiques  de  deux  fonctions  ration- 
nelles, la  première  du  degré  ch  et  la  seconde  du  degré  nib:  il 
en  résulte,  en  désignant  par  aj  une  constante  qui  dépend  des 
deux  constantes  cc^  et  «3, 

et,  en  remplaçant  /j  par  sa  valeur  en  j, 

(10)         /[/(z, /i)]   =4>[>.g'(a+a),  /■,],     /{x)=-^{r), 

a  étant  une  constante  déterminée. 

L'équation  (10)   contiendra  donc  les  variables  x  et j' sépa- 
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rées,  la  première  au  degré rAv,  la  seconde  au  degré  rnh.  De  celle 
intégrale  partieulière  on  déduit  aisément  l'intégrale  générale  de 
réquation  (i)  pour  le  système  de  valeurs  g',,  ^,  considéré 5 
cette  intégrale  est  donnée  par  l'équation 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

Ainsi,  à  l'aide  de  la  fonction  auxiliaire  au  module  K,  la  tfues- 
lion  proposée  se  ramène  immédiatement  à  celle  traitée  au 
chapitre  iv,  et  l'équation  entre  x  et  y  peut  toujours  être  mise 
sous  une  forme  telle,  que  les  variables  soient  séparées.  Il  ré- 
sulte également  du  chapitre  iti,  que  cette  équation  est  résoluble 
par  rapport  à  chacune  des  variables. 

233.  Nous  allons  examiner  d'abord  quelqu(>s  cas  particu- 
liers. 

i''.   On  demande  que  A-,  =  A. 
Dans  ce  cas,  on  a  ' 

])ar  suite  les  relations  (5)  deviennent 


fi 

A»  I  w  -h  7 

ou 

(        ;//§',  =  /J,  +  r/,p, 
(•2)  ,       ,  , 

I 
1  »  •  1  " 

en  désignant  par  p  le  rapport  — 

Lorsque  le  module  A   est  réel,   on  peut   supposer  p=  r/, 
r  étant  réel.  Si  l'on  veut  que  g-,  soit  réel,  il  faut  prendre 

y,  =  ;/  =  0, 

puis 

^  —l^  -.'L  ~P, 
'^         m         m         q 

p  et  <7  étant  deux  entiers  premiers  entre  eux.  Alors  on  aura 
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Si  £'1  11  est  pas  réel,//,   et  y,  seront  différents  de  zéro,  et 
l'on  tire  des  équations  (12) 

donc  il  faut  alors  que  p  soit  racine  d'une  é([uation  du  second 
degré  à  coefficients  entiers,  et  par  suite  de  la  forme 

a  -^  h  J —  c 

^.3;  p== , 

rt,  ^,  r/,  c  étant  des  entiers  dont  le  dernier  est  nécessairement 
positif.  On  aura,  en  outre 

p,  +  r/i  p         a'  -ir  b'  y/—  c 


(i4) 


ri' 


Réciproquement,  si  les  quantités  0  et  gi  sont  de  la  forme  (i3) 
et  (i4)î  les  fonctions  X  (^1  (  2  H- a).  A)  et  ^  (z,  Âj)  satisferont 
à  l'équation  (i).  Eji  effet,  ces  relations  peuvent  s'écrire 

r/'g-,  —  a'        do  —  a  

OU 

d'  s,  —  n'        dû  —  a        d'  o-,  —  a'    dr,  —  n 

h^~'-^'        -~b' 1 '-"' 

qui  pi^ennent  la  forme  (12). 
2".  On  suppose 

/■,  =  k'  =  sj  I  —  A\ 
On  a  alors 


7. 


7.mg,i  =  np,p  —  q,, 
7.ni'g,pi  =  ^p\p  —  r/\. 

Supposons  A  réel  et  0  -^  //,  /•  étant  réel  ;  pour  que  ^,  soit  réel, 
il  faut  faire  //,  =  «7,  r=  o ,  il  eu  résulte 


m  y  m  r 
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<'V'st-à-tlirr 


/-'i  ///  y    fil  m 


Si  ]'o!i  ne  demande  pas  cjue  ^i  soit  réel,  o  devra  être  racine 
«rmie   équation  du  second  degré  à  coefficients  entiers ,  ou'  de 

la  forme  ; '  il  fa\idra  ensuite  crue  1  on  ait 

//  s/c  -^  a'  \J  —  i 


"'  cl' 

et  cela  suffit. 


2--{-i.  Revenons  au  cas  général.  Désignons  par  ^i  lerapportdes 
])ériodes  —  •  Si  les  fonctions  aux  périodes  o),  m'  et  fo,,  o)'   sont 

0),  ^  ' 

liées  par  une  équation  algébricpie ,  il  faut  que  Ton  ait  . 

_A  +  Bp, 
°~"C+  Dp,* 

Supposons  celte  condition  remplie,  l^armi  les  diveis  systèmes 
de  périodes  qui   la  véri tient,   si  ion  prend  ceux  qui   satisfont 

aiix  lelatious 

M  =  Aii  -I-  BP-', 
(,.'=  Cil  ■+  Dii', 

on  sait  que  la  fonction  aux  périodes  il,  fl'  s'exprimera  algé- 
briquement par  la  fonction  aux  périodes  w,  m'.  Pour  cju'il 
y  ait  une  relation  algébiique  entre  celle-ci  et  la  fonction  aux 
périodes  o),,  w, ,  qui  a  même  module  que  la  fonciion  aux 
périodes  il,  iî',  il  faut  également  qu'il  y  ait  une  relation  algé- 
brique entre  les  fonctions  dont  les  périodes  sont  respective- 
ment ^),,  '•) ^  et  il,  il'.  Si  le  rapport  /:,   n'est  pas  de  la  forme 

,1    _t_    /;    J c        .  £1  il'  . 

— ; —•>   il  faudra  que   le   rapport  —  =z —y    soit  commen- 

a  .  ^  .        ^  ^         (,),        M  ^ 

,  ,               ...                                   1      r             n  -Jr  I)  v' — ^    i 
suraDie  ;  njais  si  le  rapport  c,  a  la  loime ■>  le  rap- 

11        fi'  .  Il' 

i>ort  —  r=  -7^  pourra  avoii'  une  v:i!cnr  (luclconfiue  Av  la  loriiM,' 

a'  -f-  b'  \  —  c 

~~       d'         "'  ■  . 
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ÉQL'ATIOjy     DIFl-ÉKKKTIELLIÎ    EMUE    LES     AIOnULES. 


Equation    différentielle   entre    le  module  k  de   la  fonction 
/.  (z,  A)  aux  périodes  elliptiques  w,  o)',  et  le  module  A,  de 

la  fonction  /  (^i  z,  Aj)    aux  périodes  elliptiques  -  -,  0/ . 
!23o.   Cotisidéions  los  deux  inU'gralcs  (It'liuies 
(1)  A=  r 

/»  I      '  T^      l 


(2)  B  -=   / 

«/o 


(^/// 


V  I  —  a' 

ces  deux  lulégrales    étaut   prises    \c.    long  d'une    iiièine  ligne 
quelcouquc  menée  de  l'origine  au  j)oiul  u  =  i. 


On  a 

B  =   /  "  du 

i-  (la 


Jo     S,  i —  u-  \,l  i —  /-'  «^ 

Jo     \/(i —  U-)  (i — À- 11^)  Jo     sj \  —  U- )  ( I  —  A-  U-) 

Mais  en  intégrant  par  parties,  on  obtient 


(In 


1.^0    y/ 1  —  «■'  V I  —  ^■"  "'       /      V  (  •  —  '^'  ■  "■  ; 

/'  du ^    /*'  "      t/« 


I—   A' 


d'où 


Dérivons  maintenant  par  rapport  au  module  A  les  intégrales 
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A  et  B,  il  vient 

dk_       r' n'  (fit 

'dh~      \      v/("i  — «=)(i— /■^«,)3  ' 

«/o 


/•'  I—  k'ie  ,■"  dti 

V/(l—  /i'}(l—  /'M-p  /        y/(i_„')  (I  _/•-.„,).' 

t^  0 


</A  /*'  I—  h' II}  /■"  r//^ 

dk~ 


c'est-à-dire,  d'après  la  relation  (3).^ 


ou      B  =  (a -f-/  —  l(i  —  >5M. 


On  a  de  même 

,dB  , dB 

(5)  /-— =B  — A,      ou     A  =  B— X-— - 

{in  cik 

Si  on  élimine  13  entre  les  équations  (4)  et  (5),  on  trouve  que 
A  satisfait  à  l'équation  linéaire  du  second  ordre 

(6)  /(,-/=)'^  +  (.-3/^);^-/A  =  o. 

L'une  des  valeurs  de  A,  celle  (|ui  correspond  à  l'intégrale 

rectiligne,e5t-^  ;  puisque  l'équation  (6)  est  linéaire,  w  est  l'une 

des  solutions  de  cette  équation.  Les  diverses  valeurs  de  A  sont 
comprises  dans  la  formule 

A  =r  //i  —  -(-//-  , 
4  2 

dans  laquelle  m  et  ii  désignent  des  entiers  quelconques  5  donc 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (6)  est 

A  =  (i  w  +  C  'o  , 


A  =  C    / -=  +  C 

Jo      v/(i—  «M  (i—  /,^ //■■')  Jo 


du 


^(  I  _  „2)  (  1  _  1}  „■-')  J„      y/( ,  —  ,r  (  I  —  /'••  «') 

C  el  C  étant  deux  constantes  arbitraires. 

2^50.    Soient  maintenant  fl,  li'  deux  périodes   élémentaires 


ÉQUATiop»  1)11  I  i':i;ExMii:ixe  émue  i.ks  modi  les.  2^9 
(juelcoïKjiics  de  I;i  toiK  lion  1  [z^  A);  (•'t'sl-à-ilirc  deux  péi  iodes 
définies  par  les  loriuiiles 

a  =  ao)  +  h  m'  , 

il'      =     rO>-+-     fl<.>'     y 

les  cnlicrs  vérifianl  la  condilioii 

ab  —  cd  =  i . 

Les  périodes  H,  n'sali>roiit  à  ré(|ualioii  diHercntielle   (6), 
ainsi  on  a 

d'D  (la 

(IHl  ^  ,     du'         ,     , 


dA' 


de  ees  rel allons  nn  déduit 


d/, 


l         d'il  rZ-il'  I         ,  ..vF    /'''^  f^^-'l 


Cl,  en  intégra  ni 


^i-k-) 


du 
7/1 


du'  "I 


don 


et 


/  (  I  —  A  -  )  \cib  —  cd]  [',>   — -  —  M  ——      =  C , 
^  '  y      (Ik  (II,    j 

du         du'  C 


o' 


dk 


dk  k[i—k') 

U'  C 

d-  =—— — dk, 

U         /    I— /-Mil' 


C  étant  nne  eonstantc  indépendante  dn   conple  de  périodes 
élémentaires  iî,  11'. 

Désignons  par  A,    et  g^   le  module   et  le   paramètre  de  la 
lonetlon  aux  périodes  élémentaires 


les    cjuanlilés    ,.q,  flj,    g\^\    satisfont    à    l'écpiallon   difïéren- 
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lielle  que  l'on  obtient  en  niuplacant  dans  (7)  la  variable  in- 
dépendante A  par  Â)  ,  et  l'on  a 


.         \  if,  il  /  \  ii,   ./  \     ^ 

€<"//■,  C  «  ■<■//• , 


cP  il, 


La  comparaison  des  équations  (7)  et  (8)  donne 

^        x(.-/-0./^-, 

En  remplaçant  dans  l'équation  (6)  A  par  g^  lîi  et  k  par  /cj 
on  obtient 

et,  en  multipliant  par  g,. 

Mais 

par  suite 

,1 L  r=  (^  — — — —    •  =  rili  il,  —  ; 

dk,  dk  dk,  dk, 

il  en  résulte 

r  <^'  "•.  ,    du,  \  dk 

En  subsliluant  pour  ^-^j   sa  valeur  donnée  par  l'équation  (y) 
//.  (îisparait,   et  si  l'on  prend  /.    pour   variable  indépendante 


=  G. 
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on  arrive  à  l'équation  suivante  trouvée  par  Jacobi 

,  "^  dk  '  di,--    ~    \  dk'  ) 

(  -^  -dF  Li^^=^  )  [^J  ~  l^r=TV  J  ^  '' 

qui  devient 

l  1  {dkd'  / ,  —  df,,  d'  /)  —  3  {[d/,d-  / ,  Y  —  (/// ,  dH-)'] 


^-^''  dkX-ii^Jidk 


k,—k'    7     \k  —  k^ 


en  laissant  la  variable  arbitraire  quelconque. 

Il  faut  observer  que  rien,  dans  les  calculs  précédents,  ne 
suppose  n  entier,  et  il  suffit  que  n  soit  une  constante  quel- 
conque. Lorsque  n  est  commensurable,  les  modules  A'  et  A, 
sont  liés  par  une  équation  algébrique.  Ainsi  l'équation  (lo) 
jouit  de  la  propriété  remarquable  d'avoir  une  infinité  d'inté- 
grales algébriques  de  différents  degrés,  son  intégrale  générale 
est  déterminée  par  la  relation 

,      .                                  il',            il'        a'  w  -F  8'  w' 
(12)  —!-=«  —  = ;r-r-» 

^      ^  il,  ii  w  -r  Sw 


,6,  a',  |2'  étant  trois  constantes  arbitraires. 


■»  m  n»  
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INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  AU 
MOYEN  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


237.  Dans  le  chapitre  i  du  livre  II,  nous  avons  incliqué 
une  mélhode  générale  pour  étudier  les  propriétés  des  fonctions 
définies  par  les  équations  différentielles.  Nous  nous  piopo- 
sons  actuellement  d'appliquci'  cette  méthode  aux  équations 
dillérentielles  de  la  forme 

dans  laquelle  F  désigne  un  polynôme  entier  entre  la  fonction  ii 

, ,   .     ,    du      11.  '  I        •  ' 

et  sa  dérivée-—)   du  degré  m  par  rapport  a  cette  uerniere,  et 

ne  contenant  pas  la  variable  z. 

Nous  démontrons  d'abord  f[u'à  chaque  valeur  de  a  corres- 
pondent//i  valeurs  dez,  augmentées  ou  diminuées  de  mul- 
tiples quelconques  de  certaines  périodes  o),  w', .... 

Nous  démontrons  ensuite  que  ,  si  à  chaque  valeur  de 
la  variable  correspond  un  nombre  limité  de  valeurs  de  la 
fonction  «,  l'intégrale  est  la  racine  d'une  équation  algé- 
biique  entière  entre  u  et  une  quantité  qui  est ,  ou  la  varia- 
ble   indépendante    z   elle-même  ,    ou   la    fonction    circulaire 

tang  — )  ou  la  fonction  elliptique  "k  [gz). 

Nous  concluons  de  là  que,  si  l'intégrale  est  monodrorae, 
c'est-à-dire  n'a  qu'une  valeur  pour  chaque  valeur  de  la  va- 
riable, elle  est,  ou  une  fraction  rationnelle,  ou  une  fonc- 
tion Jiionodrome  simplement  périodique,  ou  une  fonction 
monodrome  doublement  périodique.  Dans  le  premier  cas, 
l'intégrale  est  le  quotient  de  deux  polynômes  entiers  en  z,  Vuu 
du   degré  m,   l'autre  du  degré  m    au    plus.    Dans   le  second 
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cas,    riiiléi;iale    s'exprime    pai'   une   traction    ralioniicllc   en 
lang  -   ;  dans  le   troisième  cas,  par  une   Iraclion  latioimclle 

entre  la  fonction  elliptique  1  {gz)  et  sa  dérivée  X'. 

iSous  nous  occupons  spécialement  des  équations  différen- 
tielles qui  admettent  des  intégrales  raonodromes.  Nous  donnons 
d  abord  les  caractères  très-simples  par  lesquels  on  reconnaît, 
à  l'inspection  de  l'équation  diiTérentielle,  si  l'intégrale  est 
inonodrome,  et  ensuite  nous  disons  comment  on  distinguée 
quelle  catégorie  elle  appartient. 

Cette  étude  directe  de  l'équation  ditïerentielle  a  une  grande 
importance,  elle  nous  donne  d'abord  les  propriétés  fonda- 
mentales de  la  fonction  intégrale,  et  en  caractérise  la  na- 
ture. Elle  nous  permet ,  en  outre,  d'effectuer  l'intégration, 
telle  qu'on  l'entend  habituellement,  c'est-à-dire  d'expri- 
mer la  fonction  intégrale  au  moyen  de  signes  convenus, 
lorsque  cela  est  possible.  Nous  trouvons  la  forme  de  l'expres- 
sion et  nous  calculons  ensuite  les  coefficients.  Ces  coefficients 
sont  de  deux  sortes,  ceux  qui  entrent  dans  la  composition  de 
l'expression  et  ceux  qui  servent  à  définir  la  fonction  circu- 
laire ou  tang  —  »  ou  la  fonction  elliptique  1  {gz).  JNous  obte- 
nons les  premiers  an  moyen  d'équations  du  premier  degré. 
Lorsque  l'intégrale  est  simplement  périodique,  la  constante  o), 
qui  entre  dans  la  fonction  circulaire,  est  fournie  immédiate- 
ment par  l'équation  diflérentielle.  Lorsque  l'intégrale  est  dou- 
blement périodique,  les  deux  constantes  g  et  A,  qui  définissent 
la  fonction  elliptique,  sont  données  par  des  équations  algé- 
briques d'un  degré  plus  ou  moins  élevé. 

238.  Nous  avons  appliqué  notre  méthode  d'intégration  aux 
équations  différentielles  binômes  de  la  forme 

U)  =^<"'' 

et  nous  avons  démontré  que.  outre  les  cas  où  l'intégrale  est 
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rationnelle  ou  simplement  périodique,  il  existe  onze  équations 
différentielles  de  cette  forme  qui  donnent  naissance  à  des  fonc- 
tions nionodromes  doublement  périodiques. 

Nous  avons  appliqué  la  même  méthode  à  d'autres  exemples 
plus  compliqués.  Voici  quelques-uns  de  ceux  que  nous  avons 
traités. 

L'équation  dillérentlelle 

admet  une  intégrale  rationnelle 

.._  2        4 


I  9,9, 


L'équation  dilférentielle 

du\^       / clu\''        4   /  \-,        4 


fcl'l\'  4      /  .  -r 

\clz  I         27 


dz  )  \dz  I  Q.']  ■2'J 

aduret  une  intégrale  monodrome  simplement  périodique,  cpii  a 
pour  expression 


-  tang —  I  1+  tang-  — 


w  ,  7TZ 

l-^  -taiitî'  — 


1        .  •     ,          ,           ,     ,     ,  3  v^3      . 
la  période  o)  étant  égale  a r./. 

Les  équations  ditTérenlielles 

'  du\ '       .^  / duX" 


admettent  pour  intégrales  des  fondions  nionodromes  double- 
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iiic'iil  périodiques  .lyanl  pour  (.'xpressions 

o-  o-  f 

^  >,'  -  ^  -+-  i  ).' 

a  ■=  —5 ^ ,      —  =  3  +  2  1^3  ,      A  =  «  { 2  +  v/3) , 

/.  g- 

11=  APh-B),  +  C  ■/>.', 

A>.'-f-BXH-CVA' 
I  —  II-  /.- 

Nous  en  calculons  les  cocflicients. 

Nous  avons  applique  aussi  noire  mélhode  à  Icquation  du 
cinquième  degré 


a-  :U-  —  I   '  r=  o. 


qui   a   poui'   intégrale   une   fonction   nionodrome   doublement 

périodique 

Kl.''  -f-  B  )  -  -4-  C  +  (  D  A-  +  E  )  /' 

a(i  — /r/-) 

Dans  tous  ces  exemples,  afin  de  fixer  les  idées,  nous  avons 
supposé  que,  la  variable  z  partant  de  z  =  o,  la  fiinction  a  la 
valeur  initiale  u  =z  o ,  et  la  dérivée  la  valeur  correspondante 

/  —  I  =  I .  Pour  avoir  linlégrale  générale,  il  suffirait,  dans 

chacune  des  expressions  précédentes,  de  remplacer  la  variable  z 
par  Co-h  z,  -0  étant  une  constante  arbitraire. 

Ces  derniers  exemples  ne  nous  paraissent  intégrables  pai- 
aucun  des  niovens  connus  jusqu'à  présent. 

CHAPITRE  PREMIER 


PUOrUlETES     DES     IJ\"TEf;R.\LES    DE    L  EQUATION    niFFEKEjVTIELI.E 


239.  Théorîime  I.  —  Éiajit  (louncc  nue  cujiiafion  ('ijjvrcn- 
t  ici  le  (le  la  forme 

(■)  M'".*)  =  ". 


286  IIVUE     \1. 

dans  laquelle  F  désigne  un  polynôme  entier  etitre  lajonclion 

n  et  sa  dériuée  — i  du  degré  m  par  rapport  à  cette  dernière, 

et  ne  contenant  pas  la  variable  z^  à  chaque  valeur  de  n 
correspondent  m  valeurs  de  z  augmentées  ou  diminuées  de 
multiples  quelconques  de  certaines  périodes. 

Soit  m  le  degré  de  l'équation  par  rapport  à  — -•  La  variable  z 

part  de  z  ^=  z^^,  la.  fonction  u  ayant  la  valeur  initiale  arbi- 
traire i/o ,  et  le  coefficient  différentiel  une  valeur  déterminée 

I  —  I  ,  satisfaisant  à  l'équation .  Considérons  d'abord  u  comme 
la  variable  et  z  comme  la  fonction^  à  cbaque  valeur  de  u  cor- 
respondent m  valeurs  de  -^5  données  par  l'équation.  Si  la  va- 
riable M,  partant  de  z/oi  revient  au  point  de  départ  après  avoir 
décrit  un  contour  fermé  ne  comprenant  aucunpoint  pour  lequel 
la  racine  de  l'équation  («)  devient  égale  à  une  antre,  le  coeffi- 
cient différentiel  -—  reprendra  sa  valeur  primitive  (  -—  |  ,  et  Tac- 

croissement  de  z,  c" est-à-dire  la  valeur  de  l'intégrale  le  long 
de  ce  contour,  se^a  nul.  Mais,  si  le  contour  fermé  décrit  par  la 
variable  u  comprend  un  ou  plusieurs  points  pour  lesquels 
l'équation  admet  des  racines  égales,  le  coefficient  différentiel 

pourra  changer  et  prendre  une  valeur  différente  i  -^)   ';  en 

faisant  décrire  à  la  variable  «différents  contours  fermés,  on 
obtiendra  nécessairement  les  m  valeurs  du  coefficient  diffé- 
rentiel 

et),  (*),  (*),..„  ('IL)  , 

\duJo         \«M/i         \dii I  ^  \duj,n^i 

qui  correspondent  à  u  =  Uo,  et  l'intégrale  z  acquerra  les  m 
valeurs  correspondantes 


'1  î  -"2  1 


Plusieurs  contours  pcuveni  conduire  à  la   même  valeur  de 
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dz  ,  ,  , 

-— :  nous  nous  nornons  poui'  le  moment  a  tn  contours  lamo- 
(lii  * 

1  1-     •  i    '^^ 

n.nil  m  valeurs  dislinetcs  de  -— • 

(lu 

Supposons  maintenant  cjue  la  variable  u^  après  avoir  décrit 
un  quelconque  de  ces  m  contours,  aille  du  point  Uç,  à  un  point 
quelconque  u  du  plan,  en  suivant  un  certain  chemin,  par 
exemple  le  chemin  rectiligne,  l'intégrale  z  prendra  in  valeurs 
distinctes  au  point  //.  Ainsi  à  chaque  valeur  de  u  correspon- 
dent déjà  m  valeurs  de  z. 

Nous  avons  fait  usage  de  contours  fermés  qui  donnent  au 

coefficient  diflerentiel  —  les  ui  valeurs  qui  correspondent  à 

Il  =  //q.  En  décrivant  un  autre  contour  fermé,  on  reproduira 

nécessairement  Tune  des  m  valeurs  précédentes  de  —•  Consi- 

au 

dérons  un  contour  fermé,  comprenant  des  points  pour  lesquels 
léquatioii  admet  des  racines  égales  et  ramenant  la  valeur  ini- 
tiale ( -7- )    du  coelTicient  différentiel;   désignons  par  oj  l'ac- 

croissement  de  z  le  long  de  ce  contour.  Si  Ton  fait  maixher  la 
variable  u  de  //q  à  u  suivant  une  ligne  cjuelconque,  soit  directe- 
ment en  partant  de  l'origine  u^,  soit  après  avoir  décrit  le  con- 
tour fermé  dont  il  s'agit,  le  coefficient  différentiel  redevenant 
le  même  en  ?/o  et  restant  par  conséquent  le  même  le  long  de  la 
ligne,  on  aura  la  même  intégrale  définie  dans  les  deux  cas; 
seulement  la  valeur  de  z  sera  augmentée  d'une  quantité 
constante  o).  Si  1  on  avait  décrit  deux  fois  le  même  contour 
fermé,  on  aurait  augmenté  la  valeur  de  z  de  la  quantité 
constante  2  oo ,  et  ainsi  de  suite.  Comme  on  peut  ajouter  ce 
contour  fermé  une  ou  plusieurs  fois  avant  chacun  des  chemins 
dont  nous  avons  parlé  précédemment  .  on  voit  qu'à  chaque 
valeur  de  u  correspondent  actuellement  m  séries  de  valeurs 
de  z  en  progressions  arithmétiques  dont  la  raison  est  w. 

S'il  existe  un  autre  contour  fermé  ,  ramenant  la  valeur  ini- 
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liale  (  —  )   du  coeflicieiit  diiï'érentiel  avec  un  accroissement  w' 

\  du  1 0 
diflérent  de  co,  cet  accroissement  o)'  sera  une  seconde  période, 

et  chacune  des  m  valeurs  de  z  pourra  être  augmentée  de  mul- 
tiples quelconques  de  w  et  de  w'.  On  obtiendra  ainsi  un  certain 
nombre  de  périodes  que  l'on  pourra  en  général  réduire  à  un 
moindre  nombre  de  périodes  distinctes. 

Il  suffit,  pour  avoir  toutes  les  périodes,  de  considérer  les  con- 
tours fermés  qui  ramènent  la  valeur  initiale  (  -y- )   du  coefficient 

différentiel,  avec  divers  accroissements  o:»,  w', .  .  . ,  de  Finlé- 
grale.  Imaginons,  par  exemple,  un  contour  fermé  qui  ramène 
la  valeur!—^)    et  qui  fasse  acquérir   à   l'intégrale  la  valeur 

^j  _l_  coj  •  si,  après  avoir  parcouru  «-e  «ontour,  on  décrit  en  sens 
inverse  le  contour  qui  a  j)roduit  la  valeur  r, ,  on  reviendra  à  la 

valeur  initiale  (  -7-  1    du    coefficient   différentiel,   l'intégrale 

\r/«/o 

ayant  alors  une  valeur  telle  que  Zq-I-w.  Ces  deux  contours 
réunis  forment  donc  un  des  contours  considérés  précédemment. 

On  conclut  de  ce  qui  précède  qu  à  une  même  valeur  de  u. 
correspondent  m  valeurs  de  z  dont  cliacune  peut  être  augmen- 
tée de  multiples  de  certaines  péiiodes  w,  w', .  .  . , 

^40.  Remarque  I.  — 11  peut  arriver  que  l'intégrale  définie, 
le  long  de  cliacun  des  contours  fermés  qui  ramènent  la  valeur 

initiale! — |     ,  soit  nulle.   Dans  ce  cas,  à  chaque  valeur  de  u 

\duJo 

correspondent  seulement  m  valeurs  de  z.  D'ailleurs  z  nedevient 
infinie  que  pour  un  nombre  limité  de  valeurs  de  u  ;  car  lorsque 

2  devient  infinie  pour  une  valeur  finie  de  u,  —  devient  nulle; 

la  valeur  de  u  annule  donc  le  terme  indépendant  de  --  dans 
ré(|uation  ditférentielle.  Si  l'on  considère  une  fonction  symé- 
trique entière  des  jn  valeurs  de  z,  telle  que  leur  somme,  cette 
fonction,  étant  raonodrome  par  rapport  à  u  et  n'ayant  qu'un 
nombre  limité  d'infinis,  sera  une  fonction  rationnelle  de  i/.  Il 
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en  résulte  que  z  est  ia<:iue  d  une  écjualioM  du  dei^rc'  m  par 
rapporta  z,  dans  laquelle  les  coefficients  sont  des  fractions  ra- 
tionnelles de  u.  R(''<i  j)rof[ueinent,  «est  une;  fonction  algc'britjuc: 

de  z  (n"  13). 

241 .  Remarque  II .  —  INous  ferons  observer  que  riiuéi^rale 
d'une  é([uation  différentielle 

contenant  la  variable  z,  F  désignant  toujours  un  polynôme 
entier,  ne  peut  être  périodique.  Car,  lorsque  la  fonction  u  est 

périodique,  à  des  mêmes  valeurs  de  n  et  de  —    correspondent 

une  infinité  de  valeurs  de  z.  Mais  Tintéûfrale  peut  êlre  algé- 
brique, et  même  entière  ou  rationnelle. 

2i2.  Théorème  II.  —  Lorsqa  elle  admcL  un  nombre  limilé  de 
valeurs  pour  chaque  valeur  de  la  variable,  l  intégrale  est  une 
jonction  algébrique,  soit  par  rajqx.rl  ci  z,  soit  /u/r  rapport  à 

tang  —  ,  soit  par  rapport  à  f.i^gz). 

JNous  allons  faire  voir  d  abord  que,  lorsque  la  fonction  inté- 
grale admet  un  nombre  limité  de  valeurs  pour  chaque  valeur 
de  z,  elle  ne  peut  avoir  plus  de  deux  périodes  ;  car,  si  elle  avait 
trois  périodes  distinctes  o),  w',  w",  elle  admettrait  un  nombre 
infini  de  valeurs  pour  chaque  valeur  de  z.  En  effet,  quand  on 
fait  marclier  la  variable  z  le  long  d'une  courbe,  Tintégrale  est 
bien  déterminée.  Soient  u  et  a'  les  valeurs  qu'elle  acquiert  aux 
points  ;;  et  z'  de  cette  courbe.  On  sait  que  Ion  peut  déterminer 
trois  nombres  entiers  m,  m',  m" ,  positifs  ou  négatifs,  de  ma- 
nière que  la  somme  ijkù  -f-  m' m'  -f-  m"  m"  diffère  infiniment  peu 
d'une  quantité  donnée  z  —  z' .  Supposons  qu'après  avoir  fair 
marclier  la  variable  jusqu'au  point  z' ,  on  loi  fasse  décrire  en- 
suite le  ("hemin 

m(-i  -f-  m' m'  4-  tn"  m" , 

de  telle  sorle  que  la  fonction  u  décrive  les  contours  fermés  qui 
produisent  iesaccinissements  m;),tii  '})' .m" '.)'\\n  fonction  i)!(>n- 

'9 
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lirait  au  point  z  la  valeur  ?/  qu'elle  avait  au  point  quelconque  z' 
de  la  courbe  suivant  laquelle  on  a  inlégré.  La  fonction  aurait 
ainsi  au  point  z  une  infinité  de  valeurs. 

On  conclut  de  là  ([ue  la  fonction  intégrale  ne  peut  avoir  plus 
de  deux  périodes.  Dans  le  cas  où  les  périodes  sont  nulles, 
fintégrale,  comme  nous  l'avons  fait  voir,  est  donnée  par  une 
équation  algébrique  entre  u  et  z. 

Supposons  qu'il  n'y  ait  qu'une  période  distincte  w  ■,  à  chaque 
valeur  de  u  correspondent  m  valeurs  de  2  , 

augmentées  des  multiples  de  w,  et  par  conséquent  seulement 
m  valeurs  de  tang  —•> 

M 

tang — 1        lang — 5         tang  —  »•  •  ••  ■>        tang 


Toute  fonction  symétrique  entière  de  ces  quantités,  telles 
que  leur  somme,  la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux,  etc., 
sera  une  fonction  monodrome  par  rapport  à  u  ;  cette  fonction 
monodrome,  ne  devenant  infinie  que  pour  les  valeurs  de  u  en 

nombre   limité    qui   correspondent   à   z  =  ~,  sera  donc  une 

iraction  rationnelle  de  u.  Ainsi  tang  —  est  donnée    par   une 

équation  du  degré  m  ayant  pour  coeflicients  des  fiactions  ra- 
raiiounellcs  en  u.  Réciproquement,  u  sera  donnée  par  une 
équation  ayant  pour  coeflicients  des  fractions  rationnelles  en 

TT  Z 

tang 

Supposons  maintenant  que  l'intégrale  admette  deux  périodes 
distinctes  oi  et  w'.  Concevons  une  fonction  elliptique  l  {g^) 
définie  par  l'équation 

et  admettant  les  deux  périodes  o)  et  00'.  A  chaque  valeur  de  n 
correspondent  jn  valeurs  de  z, 
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augnieiilées  des  muliiples  des  deux  périodes  o)  et  (>/,  et  paroon- 
séquent  seulement  m  valeurs  de  /  (,^z), 

On  verra  de  la  même  manière  que  toute  fonctioti  symétrique 
entière  de  ces  quantités,  étant  monodrome  par  rapport  à  u,  et 
n'admettant  (ju  un  nombre  limité  d'infinis,  est  une  fraction 
rationnelle  eu  u.  On  en  conclut  que  1  {gz)  est  donnée  par  une 
équation  du  degre  m  en  X  ayant  pour  coefficients  des  fractions 
rationnelles  de  u.  Réciproquement ,  u  sera  donnée  par  une 
équation  avant  pour  coefficients  des  fractions  rationnelles 
en  ).  {gz). 

243.  Théorème  Ilï.  —  Lorsqu'elle  est  monodrome,  l  inté- 
grale est,  ou  une  fraction  rationnelle,  ou  une  fond  ion  simple- 
ment périodique,  ou  une  fonction  doublement  périodique. 

Supposons  que,  par  un  moyen  quelconque,  on  ait  reconnu 
que  l'intégrale  de  l'équation  diiférentielle 

^■(«•.")  =  ° 

rsl  monodrome  dans  toute  l'étendue  du  plan.  D  après  ce  que 
nous  avons  dit  dans  le  théorème  précédent,  le  nombre  des 
périodes  ne  peut  surpasser  deux.  Si  les  périodes  sont  nulles,  la 
fonction,  étant  algébrique  et  monodrome,  est  une  fraction 
rationnelle,  c'est-à-dire  le  quotient  de  deux  polynômes  entiers 
en  z,  l'un  du  degré  m,  l'autre  au  plus  du  degi^  m. 

Si  la  fonction  est  simplement  périodique,  elle  s'exprimera 

par  une  fraction  rationnelle  en  tang  —-Car  l'équation  entière, 

TZZ  'j      •  I 

qui  existe  entre  u  et  tang  — ^  se  réduit,  dans  ce  i:as,  au  premier 
degré  par  rapport  à  u. 

Si  la  fonction  est  doublement  périodique,  l'équation  entière 
qui  existe  entre  u  et  X  {gz)  se  réduit,  non'pas  au  premier  degré, 
mais  au  second  degré;  car,  à  une  même  valeur  de  À  corres- 
pondent dans  chaque  parallélogramme  des  périodes,  deux  va- 
leurs de  z  et.  par  conséquent,  deux  valeurs  de  //.  Mais,  en  ré- 

'9- 
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solvant  réquation,  on  ol)lient  pour  u  iine  fraction  rationnelle 
enXet//  (n°  78).  .-.  •   .-  .- 

Moyens    de    rcconuailre  si  la  Jonction    intégrale  est  nio- 

nodroive. 

24 i.   Nous  avons  démontré  que  l'intégrale  d'une  équatior? 

différentielle  de  la  forme 

.  -     -  ..  ■         -    -  -    1 

(i)    -  ^["'''£)  ="'         • .    " 

lorsqu'elle  est  nionodrome,  est  ou  une  fraction  rationnelle,  ou 
une  fonction  simplement  périodique,  ou  une  fonction  double- 
ment périodique.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  des 
moyens  de  reconnaître  si  l'intégrale  est  monodrome,  puis  nous 
dirons  comment  on  distingue  à  c]uelle  catégorie  elle  appartient. 
Nous  avons  fait  partir  la  variable  z  du  point  ^=^0,  la 
fonction  n  ayant  la  valeur  initiale  arbitraire  //o»  et  le  coefficient 
diflérentiel  une  valeur  déterminée  Uo,  satisfaisant  à  l'équation. 

Tant  que  le  coefficient  diiïérentiel  —■>  cjue,  pour  abréger^  nous 

représenterons  par  U,  reste  lacine  simple  de  l'équation  propo- 
sée, U  est  une  fouctioji  monodrome  de  u  et,  par  conséquent, 
H  fonction  monodrome  de  z.  Voyons  ce  qui  arrive  lorsque,  z 
arrivant  au  point  Sj  et  n  à  la  valeur  z/j,  le  coefficient  difléren- 
tiel devient  racine  multiple  de  l'équation. 

Nous  distinguerons  ces  racines  multiples  en  deux  sortes  :  les 
racines  nulles  et  les  racines  différentes  de  zéro.         ., 

Sio.  Supposons  d'abord  cjue  le  coefficient  devienne  égal  à 
iuie  lacine  multiple  U,,  différente  de  zéro.  Posons 

du 

z=:  z,-h  z  ,  nc=  u,-+-  u  ,  -—  =  U. 

az 

vSi  u'  est  une  fonction  monodrome  de  z'  autour  du  point 
z'  =  o,  elle  se  développera  en  série  convergente  suivant  les 
])uissances  entières  croissantes  de  z', 

(2)  .  n'  =  l\z'  +  nz"'  +  liz'^  -H  ...  ; 
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la  série  coiiiiiiciicc  pai'  un  icrinc  du  j)icMMiei'  deyré  ayaul  pour 
<;ocllicient  U]  ;  car,  pour  z'=  o,  ladéri\ée 

(3)  —  =  II,    -t-   2  <7Z'   4-   3  bz'-    +  .  .  . 

doit  se  réduire  à  la  valeur  Lj.  La  série  (2)  montre  que,  réci- 
proquemeni,  z'  est  une  fonction  inonodrome  de  Ji' s'évanouis- 
sant  avec  u',  et  (jui  pourra  se  développer  en  série  couvergenle 
suivant  les  puissances  croissantes  de  «', 

z'  =  —  II'  -+-  a'  u'-  -h  h'  11'^  -h  .  .  .  . 

En  renipla<;ant  z' par  sa  valeur  dans  l'équation   (3),   on  voit 

que  -— -  est  une  fonction  monodrome  de  //'. 
*       az 

Ainsi ,  lorsque  le  coefficient  diflérentiel  Ij  devient  égal  à  une 
racine  multiple  différente  de  zéro,  pour  que  la  fonction  inté- 
grale u  reste  monodrome,  il  est  nécessaire  que  la  fonction 
implicite  U,  défmie  par  Féquation 

F(«,U)  =  o, 

reste  elle-même  fonction  monodrome  de  u.  C'est  ce  que  l'on 
reconnaîtra  aisément  par  la  métliode  employée  par  M.  Puiseux 
pour  l'étude  des  fonctions  algébriques. 

246.  Supposons  maintenant  que  le  cocflicient  différentiel  U 
devienne  égal  à  une  racine  multiple  nulle  Posons,  comme 
précédemment, 

3  =  S,  +  S  ,  If  =  U,  A-  it  ,  — ^  =r  U  ; 

az 

ré([uation  (i)  ne  renfermera  que  des  teinies  infiniment  petits 
contenant  en  facteurs  dos  puissances  de  u'  et  de  U. 

Comme  l'a  fait  voir  M.  Puiseux,  quand  plusieurs  racines 
deviennent  égales  entre  elles  en  un  certain  point  z'  =  o,  elles 
se  disposent  par  groupes  de  n  racines  qui  se  permutent  le 
unes  dans  les  auti'cs  circulairement,  lorsqu'on  tourne  autour 
de  ce  point,  et  les  n  racines  du  groupe  se  développent  en  une 
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série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes 
de  2'", 


(4)  IT  =1=  A  «'»  H-  B  «'    «      -h  Cu'    "      +  .  .  .  . 

Nous  n'avons  pas  à  nous  occuper  du  cas  où  le  degré  du  pre- 
mier ternie  est  égal  ou  supérieur  à  l'unité^  car,  dans  ce  cas, 
quand  u'  tend  vers  zéro,  z'  augmente  indéfiniment,  et  la  cir- 
conslauce  dont  il  s'agit  ne  se  pi^ésente  pour  aucune  valeur  finie 
de  z.  Nous  supposerons  donc  l'exposant  du  premier  terme  plus 
petit  que  l'unité,  et  uous  allons  démontrer  que  la  condition 
nécessaire  et  suflSsante   pour  que  la  fonction  intégrale  reste 


monodrome,  c'est  que  ce  premier  exposant  -  soit  de  la  forme 

u  —  Il 


ou  I 


En  effet,  si  la  fonction  u'  est  monodrome,  elle  se  dévelop- 
pera suivant  les  puissances  entières  croissantes  de  s',  et  comme 
la  dérivée  s'annule  avec  z',  la  série  ne  contiendra  pas  de 
termes  du  premier  degré.  On  aura  donc 

(5)  u'  =  nz'"  4-  bz'"-"-'  H-  cz'"+'  +  .  .  .  j 
d'où  l'on  déduit 

(6)  1^  =  naz'"-'  -h{n-h  i)  bz''^  -h 

^     '  dz 

En  vertu  de  la  série  (5) ,  c'  est  une  fonction  de  u'  c[ui  se  déve- 
loppe en  série  convergente  suivant  les  puissances  croissantes 

de  ?/",  de  telle  sorte  que 

7J  =  a'  a'  n  -Jf-  b'  a'  n  -{-...  . 

Si  l'on  remplace  z'  par  sa  valeur  dans  Téquation  (6) ,  on  aura, 
une  série  do.  la  forme 


iV  ï^=-'^"'     "      +Bu'"  +  Cu'    "      ^ 
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Ceci   montre  bien  que   le  j)reiiner  lerme  de  la  série  (4)  tloil 


SOI 


P 


n    exposant  -  iiTeduclible  et  de  la  forme ou 


Celte  <'ondition  est  sullisante-,  car  si  elle  est  remplie,  l'équa- 
tion diKérenliellc  donnera  pour  le  eoefficienl  différentiel  un 
développement  de  la  forme 


du" 
En  posant 
on  obtient 


-~=kit'    "     -+-  B  «'  "  +C«'    "     H-  .  .  . 
Iz 


(lu  „       du  ,     ,,  .     „ 

=z  nu  "-^  — r  =  AU  "-'  -+-  Bu"  -+-  Crt  ""^'  -h. . . , 

dz  dz 

Cl  plus  simplement 

du"       A       B    ,,       C    „, 
dz  n        n  n 

Le  coellicient  différentiel  —r-,  étant  une  fonction   monodrome 

dz 

de  u"  ne  s'annulant  pas  pour  li'  =^  o,  la  fonction  intégrale  «" 
est  une  fonction  monodrome  de  z'  et,  par  conséquent,  il  est 
elle-m.ême  une  fonction  monodrome  de  z' . 

217.  La  fonction  intégrale  u  peut  encore  acquérir  des  va- 
leurs multiples  d'vuie  autre  manière;  c'est  lorsqu'elle  devient 
infinie  pour  une  valeur  finie  Zj  de  la  variable  z.  L'équation 
différentielle,  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de 

du      , ,    . 
— - 1  s  écrira 
dz 

Nous  remarquons  d'abord  que  les  coefficients,  qui;  nous  avons 
désignés  par  yi  (u)  ,/'j  («),...  ,  doivent  être  des  fonctions 
entières  de  u.  Car,   si   la   fonction  intégrale   est   monodrome 


i*C)6  j.ivuE  vr. 

dans  toute  l'étenduL-  du  plan,  sa  dérivée  jouit  de  la  môme 
liropriété  et  ne  devient  infinie  que  lorsque  la  fonction  u  devient 
elle-même  infinie.  Or,  si  l'un  des  coefficients  était  une  frac- 
lion  rationnelle  en  u ,  il  deviendrait  infini,  ainsi  que  — ^  pour 

^       dz     '- 

une  valeur  finie  de  /;. 

Pour  voir  ce  qui  ai  rive  quand  la  fonction  u  devient  infinie 
pour  une  valeur  finie  de  la  variable,  posons  ,  .      . 


d  où  l'on  déduit 

du  I   r/c 

dz  ('^  dz 


l.'('(pialion  différentielle  devient 

(9) 


'^-'^f'i})m"-^^^^i^i% 


"'"'/m 


Pour  que  la  fonction  intégrale  v  soit  monodrome,  il  faut  d'a- 
bord, d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  que  cette  nouvelle 
équation  ait  tous  ses  coefficients  entiers.  Ainsi  le  polynôme 
j\  [u]  sera  au  plus  du  second  degré, y,  ('<)  au  plus  du  quatrième 
degré,  .  .  .  ,fm  (")  au  plus  du  degré  im. 

Afin  de  rendre  u  infinie,  faisons  t^  =  o.  Si,  pour  v  =.  o ^ 
léquation  (9)  n'admet  que  des  racines  simples,  la  fonction  i^ 
sera  monodrome  et,  par  conséquent,  la  fonction  u  le  sera 
également.  Si  l'équation  admet  des  racines  multiples,  on  leur 
appliqu^era  les  caractères  donnés  précédemment. 

!248.  En  résumant  ce  qui  précède,  nous  ])ouvons  énoncer 
le  théorème  suivant  : 

THÉORi:ME  IV.  —  Pour  r/nunc  tunicition  di^érentielle  du 
premier  ordre  de  hi  forme 

dii\"        ,.  ,    ,   I  du\"'-' 
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admette  nue  inlégralc  nionodronie  :  i"  les  coejjiciciits  J^  («), 
J'z  [a) .  .  .  ,  J,„  [u)  (loii^enl  cire  des  poljiiôincs  entiers  en  u  et, 
au  plus,  le  premier  du  second  degré ^  le  second  du  quatrième 
degré,...  ^  le  dernier  du  degré  2  m,-  "iP  quand  ^  pour  une 
certaine  valeur  de  n,  V équation  a  une  racine  undliple  dijjé- 

rente  de  zéro,  -—  doit  rester  monodronie  juir  rapport  ci   uj 

3"  quand,  pour  une  certaine  valeur  Ui  de  u,  Véquation  a  une 

racine  multiple  égale  à  zéro,  le  premier  terme  du  développe- 

I 
ment  de  — -,    suivant  les  puissances  croissantes  ne  (u  —  «1)"' 

doit  avoir  L  exposant ,  si  cet  exposant  est  plus  petit  (pie 

l'unité-  4"  enfin  Véquation  différentielle  que  Von   déduit  de 

la  première  en  posant  u  =  --^  doit  offrir^  pour  1^=0,   les 

mêmes  caractères. 

Il  est  évident  que  ces  conditions  sont  suffisantes. 

Moyens  de  reconnaître  l'espèce  de  la  fonction  intégrale. 

249.  Nous  avons  donné  les  caractères  auxquels  on  recou- 
nait  si  l'intégrale  est  monodrome.  3iOus  savons  d'ailleurs  que, 
lorsqu'elle  est  monodronie,  l'intégrale  est,  ou  rationnelle,  ou 
simplement  périodique ,  ou  doublement  péiiodique.  jNous 
allons  l'aire  voir  maintenant  comment  on  distingue  à  laquelle 
de  ces  trois  catégories  appartient  la  fonction  intégrale. 

Il  peut  arriver  que,  u  étant  considérée  comme  la  variable  et 
z  comme  la  fonction,  z  devienne  infinie  quand  u  tend  vers  une 
certaine  valeur.  Si,  pour  une  valeur  unie  u^  de  »,  1  équa- 
tion (8)  admet  une  racine  nulle,  et  si  le  piemier  terme  du 
développement 

(lu  - 

— -  —  A  ,  M  —  »,  1"  -f-.  .  . 

dz 

a  un  cxposanl  -  égal  ou  supérieur  à  1  unité,  il  est  é\ident  cpie, 
lors(|uc  u  tendra  vers  la  \aleui  u^.  z  augmentera  indélinimenl. 
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De  même,  si,  pour  u  =  o,  l'équation  (9)  admet  une  racine 
nulle  d'un  degré  égal  ou  supérieur  cà  l'unité  par  rapport  à  p», 
quand  i^  tendra  vers  zéro,  ou  u  vers  l'infini,  z  augmentera 
indéfiniment. 

250,   Quand  aucune  de  ces  circonstances  ne  se  présente, 

c'est-à-dire  quand,  dans  les  équations  (8)  et  (9),  les  racines 

nulles  sont,  par  rapport  à  u  —  m,  ou  à  p»,  d'un  degré  inférieur  à 

l'unité,  z  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  finie  ou  infinie 

de  u.  Il  est  aisé  de  voir  que,  dans  ce  cas,  la  fonction  intégrale  u 

est  doublement  périodique.  Concevons,  en  effet,  que  la  variable 

u  se  meuve  dans  toute  l'étendue  du  plan,  partant  de  l'origine 

Fig-  33.         ,  ,^  __  j^^^  suivant  des  chemins 

I  l  I  .        rectilignes,  et  aussi  en  décri- 

j  i  j  j         vant  les  m  —  i  contours  qui 

/       **'"  /  /  /  •  .  .     ,  dz 

(i      ■  ^    c  /  /  ^^'^'^  acquérir  à  —  les  ui  va- 

/    \  ,'  /     \     /  /  leurs    qu  il    peut    avoir    en 

/       M    /         M'/ /  chaque    point.    Puisque    la 

'  '  '  ionclion  z  conserve  une  va- 

leur finie,  elle  décrira  une  portion  limitée  du  plan  {Jig.  33). 
Prenons  un  point  M'  en  dehors  de  cette  portion  du  plan; 
z  étant  considérée  comme  la  variable  et  u  comme  la  fonction  , 
quand  z  arrivera  au  point  M',  la  fonction  u  aura  une  valeur 

déterminée,  ainsi  que  sa   dérivée  — -•  A  ces  valeurs  de  u  et 
*  dz 

de  —  correspond,  dans  la  portion  limitée  du  plan,  un  certain 

point  M;  le  quantité  géométrique  MM',  que  nous  désignerons 
par  0),  est  une  première  période.  Car,  aux  deux  points  M  et  M', 

la  fonction  u  et  sa  dérivée  -r-  ayant  les  mêmes  valeurs,  il  est 

dz     •' 

clair  que,  si  la  variable  z,  partant  de  chacun  de  ces  deux 
points,  décrit  des  lignes  égales  et  parallèles,  telles  que  MN, 
MTs',  la  fonction  u  aura  sur  ces  deux  lignes,  aux  points  cor- 
respondants N,  ]N',  la  même  valeur.  Ainsi  la  portion  finie  du 
plan  abcd  se  reproduit  à  côté  une  première  fois,  puis   une 
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seconde  fois,  et  indéiiniincnt.  On  obliciil  de  la  sorlc  une  bande 
indéfinie.  Prenons,  en  dehors  de  celle  bande,  un  point  INF; 
à  ce  point  M"  correspond  un  point  M  dans  la  portion  finie  du 
plan  abcd,  et  l'on  verra  de  même  que  la  quantité  i^éométrique 
M]VF,  que  nous  désignerons  par  w',  est  une  seconde  période. 
Grâce  à  ces  deux  périodes  o)  et  o/,  la  portion  limitée  du  plan 
abcd,  se  reproduisant  dans  les  deux  sens,  couvrira  tout  le  plan. 
Ainsi,  dans  le  cas  que  nous  considérons,  la  fonction  intégrale  u 
est  doublement  périodique. 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  cette  condition  est  nécessaire;  car 
une  fonction  doublement  périodique  prend  toutes  les  valeurs, 
quand  la  variable  z  se  meut  dans  un  parallélogramme  des 
périodes,  et  elle  décrit  un  nombre  infini  de  contours  quand  z 
augmente  indéfiniment.  Réciproquement,  z  ne  peut  devenir 
infinie  que  si  u  décrit  un  nombre  infini  de  contours. 

251 .  Considérons  maintenant  le  cas  où  l'intégrale  est  ration- 
nelle, et  supposons  d'abord  que  le  degré  du  numérateui'  ne 
surpasse  pas  celui  du  dénominateur.  Quand  z  augmentera 
indéfiniment,  n  tendra  vers  une  valeur  finie  et  déterminée  «i. 
Si  l'on  pose 

,1 

u  =  «,  -t-  M  ,     z  =z  -, 

u'  se  développera  suivant  les  puissances  entières  croissantes 
de  t  pour  toutes  les  valeurs  de  t  inférieures  à  un  certain 
module,  ou  pour  toutes  les  valeurs  de  z  supérieures  à  un  cer- 
tain module,  et  l'on  aura 

11'=  at"  -f-  bt"-^'  +...  . 
On  en  déduit 

12  3 

<  =  «' .7'"  4- ^'«'"-f- '■'//"'+..  ., 

les  nouveaux  coefficients  étant  liés  aux  premiers  par  les  rela- 
tions 

«'"  =:  -5      ba'^  +  nab'  =  o  , . .  . 
« 
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En  dillérentiant ,  on  a  . 

--  =  /mt"-'  -+-  {n  +  i)  ùl"  -h  .  .  ., 

du'  du'  "^, 

-,-  =  —  t'  ---■=:  —  jtnf'^'  —    /?  4-  I  )  bt"+'  +  .  .  .  ; 
dz  dt  ^  ' 

si  Ton  remplace  t  par  sa  valeur  l'n  fonction  de  li ^  il  vient 

iJH-  ?  ;;  -I-  '}<  H  H-  4  "      .  ■       - 

(lO)  ^'  =::    A«'~^  4-  C«'~^  +   D/^'~^   4-.      .  . 

Il  est  à  remarquer  que,  en  vertu  des  relations  qui  existent  entre 

les  coefficients ,  le  coefficient  du  terme  en  u'  "  est  nul.  Ainsi, 
à  une  valeur  finie  «i  de  «  correspond,  dans  l'équation  différen- 
tielle, un  groupe  de  n  racines  égales  à  zéro,  et  telles  que  le 
premier  terme  du  développement  a  un  exposant  irréductible  su- 

pencur  a   1  unile   et  de   la   lorme  ou  i  -\ — i    le   second 

ternie  manquant. 

Si  le  numérateur  de  la  fractiou  rationnelle  est  d'un  degré  plus 
élevé  que  le  dénominateur,  «  augmentera  indéfiniment  avec  z  ; 

mais  t^  =  -  tendra  veis  zéro ,  et,  pour  >>- =  o,  l'équation  (9) 

ofirira  un   groupe  de  ii  racines  égales  à  zéro  satisfaisant  aux 

conditions  énoncées  plus  liant. 

Réciproquement,  si  l'équation  (8)  pour  une  valeur  finie  u^ 

de  z/,  ou  l'équation  (9)  pour  1^=0,  présente  un  groupe  de  n 

racines  égales  à  zéro  satisfaisant  à  ces  conditions,  c'est-à-dire 

ayant  un  développement  de  la  forme  (10),  la  fonction  intégrale 

est   algébrique.    Car,  si    l'on    pose  //=  a"",    l'équation  (10) 

devient 

du" 
n~-~=  k  u"^  ■+-  C  «"'  4-  D  u"'  +  .  .  V  , 
dz 

n  du" 


Au"'  -\-  C«"'  H-  Dw."-'  + 


^-  -^  C  -H  D'  u"  -V-.  ■  A  du'  —  dz; 
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en  intégrant  et  ajoutant  une  (onslantc>  .iibitiairo  iV,  on  a 
A'  ,  ,    „       D'    „ 

,;    -f-    B     -t-    (>     /<      H H     ■  -h  .   ■    •■=  Z, 

H  7. 

—  A'  -h  B'  a"  -!-  C  m"'  -h  .  .  . 


—  A'  +  B'«"-hC'«"'+. 

On  conrlnt  de   là  que  u'  esl   une  fonetion   monodrorne  pour 

tontes  les   valeurs  de  /  inférieures  à  un   certain  module-,  et 

R 

.qui  se  développe  en  série  convergente  suivant  les  puissances 

entières  croissantes  de  t. 

a"  =  a  f  -f-  p<-  +  7  ?=>  +  .  .  .  ; 
on  a  donc 

II!  =  ot"  ■+-  ùt"-^'  +  .  .  .  . 

Il  en  résulte  <[uc  la  fonction  //  conserve  une  valeur  finie  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  extérieures  au  cercle  décrit  de  l'origine 
comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  R  -,  c'est  donc  une  fonction 
rationnelle. 

Lorsque  la  fonction  intégrale  n'est  ni  doublement  périodiqiu-, 
ni  rationnelle,  elle  est  simplement  périodiqiu^.  C'est  d'ailleiirs 
ce  que  l'on  reconnaît  directement,  lorsque  l'équation  dilîéren- 
tielle,  pour  une  valeur  finie  de  u,  ou  l'équation  (9)  pour  ^^=  o, 
admet  une  racine  nulle  qui  ne  présente  pas  les  caractères 
énoncés  plus  haut,  et  en  même  temps  on  trouve  la  période. 

252.  En  résumant  ce  qui  précède,  nous  avons  le  théorème 
suivant  : 

Théorème.  \.  —  Lorsque  réqualion  clifféventielle  remplit 
les  conditions  qui  rendent  l'intégrale  monodrorne^  ï°  Vinté- 
graJe  est  doublement  périodique,  si  Téquation  proposée^  pour 
aucune  valeur  finie  Ui  de  u,  et  la  transformée  pour  1^  =  0, 
n'admettent  de  racine  nulle  d'un  degré  égal  ou  su/wrieur  à 
l'unité  par  l'apport  ci  u  — ?/,  ou  ii  c,-  2"  l'intégrale  est  ration- 
nelle^ si  l'équation  proj)osée  pour  une  l'alenr  finie  //,   de  //, 
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ou  la  transformée  pour  u  =  o,  admet  un  groupe  de  n  racines 

égales  à  zéro,  dont  le  développement,  suivant  les  puissances 
I  1 

croissantes  de  [u —  11^)"  ou  de  v",  commence  par  un  terme  du 

desre  ,  le  terme  suivant    du   ciesre   étant  nul: 

"  n  °  n 

3°  autrement  la  fonction  est  simplement  périodique. 

Quand  on  a  ainsi  reconnu  la  nature  de  Tintégrale,  on  peut 
se  proposer  de  la  déterminer  à  Taide  des  éléments  connus.  Si 
elle  est  rationnelle ,  on  trouvera  les  deux  polynômes  qui  la 
composent.  Si  elle  est  simplement  périodique,  on  l'exprimera 
rationnellement  à  l'aide  de  l'exponentielle  ou  de  la  tangente. 
Si  elle  est  doublement  périodique,  on  l'exprimera  rationnelle- 
ment à  l'aide  de  la  fonction  elliptique  et  de  sa  dérivée;  ce  qui 
constitue  une  véritable  intégration  au  moyen  des  Tables  des 
fonctions  elliptiques. 


CHAPITRE  II. 

(du\"'  ,.,     , 

ETUDE    DE    L  ÉQUATION    BIKÔME     I  -7- )     =/("] 


253.  Nous  allons  appliquer  les  principes  établis  dans  le  cha- 
pitre précédent  à  l'étude  de  l'équation  binôme 

(S)"  =/-:"). 

dans  \di(\\\(A\c  f  [u]  désigne  un  polynôme  entier  en  u  et  au  plus 
du  degré  im.  Posons 

f{u)  =  G{u-a)i  {u-by...; 

l'équation  résolue  se  mettra  sous  la  forme 

les  exposants  étant  réduits  à  leur  plus  sinq)Ie  expression.  Nous 
remnnpions  d'abord  que,  pour  que  rintegralc  soit  monodrome, 
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tous  les  exposants  inférieurs  à  Tunité  doivent  rire  de  la  foime 

I ',  <liacun  deux  <^st  au  moins  égal  à  -•   La  transformée 

n  2 

est 

(ÎZ 


-.- =: — gv         "     "'  (i  —  nt>)    (i  —  bv)"' 


la  somme  des  exT)osants  fractionnaires  -  + — ,  -j-.  .  .    ne    sur- 

«        /i 

passant  pas  2,  puisque  le  degré  du  polynôme^^  [a]  est  au  plus 

égal  à  Q./)!,  l'exposaiil  de  u  sera  positif;  s'il  est  inférieur  à 

l'unité,  il  devra  être  nul  ou  de  la  forme  i 

/?■ 

254.  Considérons  d'abord   le  cas  très-simple  où  le  second 

p 
membre  ne  contient  qu'un  seul  facteur  [u  —  a)".   Si  1  expo- 
sant -  est  inférieur  à  1  unité,  il  doit  être  de  la  forme  i ; 

n  n 

mais  alors  l'exposant  de  v  dans  la  transformée  est  \  ~\ —  :  donc 
*  n 

l'intégrale  est  rationnelle  et  ne  devient  infinie  que  pour  .s  =  ce  ; 
c'est  une  fonction  entière  du  degré  n  {n"2ol).  Si  l'exposant- 
est  supérieiu'  à  liinilé.  celui  de  v  étant  inférieur  à  l'unité  et 

devant  être  de  la  forme  1 1  il  faut  que  -  soit  égal  à  i  H — : 

la  fonction  est  rationnelle  et  tend  vers  a  quand  z  augmente 
indéfiniment.  Si  l'exposant  -  est  égal  à  l'unité,  celui  de  v  est 

aussi  égal  à  l'unité,  l'intégrale  est  monodrome  et  simplement 
périodique. 

255.  Supposons  maintenant  c[ue  le  second  membre  con- 
tienne au  moins  deux  facteurs. 

Si  le  premier  exposant  -  est  plus  grand  que  l'unité,  il  n'y 

aura  que  deux  facteurs,  sans  quoi  la  somme  des  exposants  sur- 
passerait deux,  puisque  chaque  exposant  est  au  moins  égal 
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à -•  Le  second  exposant  —  étant   inférieu';  à   limité  cl  de  la 

forme  i ,,  l'exposant  de  u  est  i  -\ — ;  —  -;  étant  plus  petit 

que  Funité,  il  doit  être  de  la  forme  i ■>  d'où 


fl  —  1 
n        n' 


Il  fautifue  la  somme  des  deux  fractions—,  H surpasse  Funité; 

il  n'y  a  qti'une  manière  d'arriver  à  ce  résultat,  c  est  de  pren- 
dre «1=  i ,  alors -=  i -H ;•  L'intéflfrale  est   rationnelle.   Ou 

n  n 

Fobllcnt  aisément  par  une  intégrale  binôme.  Ainsi  l'équation 
dilïérentielle 

;;  -f-  1  /!  —  I 

admet  une  intégrale  rationnelle,  cpiel  que  soit  n.  •   . 

2o6.   Quand  le  premier  exposant- est  égal  à  Funité,  il  ne 

peut  V  avoir  que  trois  facteurs  au  plus.  SU  v  en  a  trois,  pour 
que  la  somme  des  deux  autres  exposants  lie  surpasse  pas  Fu- 
nité, il  faut  prendre—:  =  i-,  =  —  S'il  n'y  a  tuie  deux  facteurs, 
^  n         n  1  j       i. 

le  second  exposant  peut  aussi  être  égal  à  l'unité  5  s'il  est  plus 

petit  que  Funité  et  de  la  forme  i -,-,  pour  cpie  l'exposant  _ 

de  V  soit  de  la  même  forme,  il  faut  prendre  i)!  =  2.  Nous  trou- 
vons ainsi  trois  écpiations  dinérenticlles 

(lu 


dz 
(la 

du 
dz 


g  [il  —  o)  \l{u  —  i>)[n  —  c), 
=  g  {(t  —  a)  [Il  —  h),  .  :  ., 
=  l^  {"  —  fi)  \j „  ~  h  , 
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qui  adincitonl  des  intégrales  inonoili  ornes  cl  simplemeni  pci  io- 
niques. On  sait  intégrer  ces  équations. 

237.   Il  nous  reste  rnainl(Miant  à  cxaminni'  le  (as  où  tous  les 
exposants  sont  inférieurs  à  1  unité.  Nous  remarquons  d'aboi d 

(pie  chacun  des  exposants  étant  de  la  (bruie  i et,  par  con- 
séquent, égal  ou  supéiieur  à  -,  il  est  impossible  que  le  second 

membre  renferme  plus  de  fpiatre  facteius,  sans  quoi  la  somme 
des  exposants  surpasserait  2.  Tl  n  existe  même  qu'une  seule 
combinaison  de  quatre  facteurs   :   on  l'obtient   en  prenant  les 

quatre  exposants  égaux  à  -;  on  a  ainsi  léiqnation  dinérenîiellc 

(  -^  )    =  G  {  u  —  n)  {  u  —  b)  [u  —  c)  {u  —  d) , 

qui  admet  pour  intégrale  une  fonction  monodrome  double- 
bleraent  périodique.  L'exposant  de  p-,  dans  la  transformée, 
étant  égal  à  zéro,  la  fonction  a  deux  infinis  simples  dans  chaque 
parallélogramme  élémentaire. 

Voyons  les  combinaisons  de  trois  facteurs.  Les  trois  expo- 


t,fL,P_^^ ^1^1^  r. f     ,        I      ,         I 

n    n'     n" 

posaiit  de  u  est 


sanis  -•>—,'>—:,  étant  de  ta  torme  i ^i ;,i , 

n     71      n  n  n  n" 


I  I 

-7  -h  — .  —  I . 


Pour  que  cet  exposant  soit  positif,  il  faut  que  le  plus  petit  des 
trois  nombres  /z,  /î',  ré'  ne  surpasse  pas  3.  Supposant  donc  ces 
nombres  rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante,  nous  ne 
pouvons  faire  sur  le  premier  dcntre  eux  n  que  deux  hypo- 
thèses, savoir  :  n  =  1^  n  =  3. 

1".  Soif  /i  =  2  :  l'exposant  de  v  se  réduit  à  —  H — ;; Pour 

11  n  rt 

que  cet  exposant  soit  positif,  il  faut  que  le  plus  petit  des  deux 
nombres  lé  et  n!'  ne  surpasse  pas  4  '-,  nous  pourrons  donc  faire 
sur  7?/  trois  hypothèses    :   n'=  2,  ^z' =  3 ,  it1  =  4-  Si  /î' =  x  , 

20 
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pniii  ([lie  ]  (î\p(isaiil  de  r,  qui  se  rccluil  à  —,  >  ail  la  tonne  ronve- 

nable  i •>  il  faut  prendre  ii"  =  2.  Si  /i'  =  3,  l'exposant  de  f^, 

oui  esl  ici  — •  —  -:■)  doit    se    réduire    à    zéro;    il   faut   prendre 
'  //  D 

/i":=6.  Si //  =  4^1  f ^posant  de  »',  qui  est  ici  — — -r^  devantea- 

cors'  se  réduire  à  zéro,  ou  prendra  /i"  =   (• 

2'\   hoit  /?  =  3  ;  1  exposant  de  w  est  —  H :,  —  ^-    Four   que 

"^  n         n  6  ' 

cet  exposant  soit  positif",  d  faut  prendre  //  =  3  ,  /?"=  3. 

Nous  trouvons  ainsi  les  (piatre  équations  dillcrcnlielles 

(  —    I    =r  G  { »  —  <■?  I    (  M  —/;)(«—  r  )  , 

1'  dii\*         ^   ,  .     ,  ,    ,  ,  , , 

j  —    I    z=  G  ( «  —  a)-  [Il  —  l>?  [n  —  c y, 

(  —  I    —G{n  —  fiy{u  —  l>  )-  ( M  —  Cj\ 


(pii  admettent  pour  intéi;rales  des  fonctions  monodronies  dou- 
blement pc'riodiques. 

!2o8.   Examinons  enfin  les  combinaisons  de  deux  facteurs, 

11-1'  1 

1.  exposant  de  v  devient  — i ;  :  cet  exposant,  ne  pouvant  dans 

^  n        u  '^ 

le  cas  actuel  surpasser  1  unité,  sera  égal  à  Tunité  ou  de  la 
forme  i —  — •  Pour  qu'il  soit  égal  à  l'unité,  11  faut  prendre 
Il  =  fi' =  2;  on  obtient  ainsi  1  équation  différentielle 

"T  =§■  V'i  «  —  ")("—  '^  )  » 
(Iz 

qui  admet  inie   intégrale  monodrome  simplement  périodique. 

Si  l'exposant  de  i^'  esl  inférieur  à  1  unité  et  de  la  forme  i » 


I^T  KGR  ATIO.N      l'\R     I.K3     KO.NCl  If  ).\  S     Tl  l.l.Il'TK.t  I  F.S  .  ^^)J 

il  sera  égal  ou  siipciicur  à  -:  il  iaiil  pour  (  cla  (|u(;  le  plus  [iclii 

des  deux  nombres  ii  et  n'  ne  surpasse  pas  4:  nous  ne  pouvons 

donc  faire  sur  n  que  les  trois  hypothèses  /z  =  2,  «  =  3,  «  =  4  • 

1°.  Soit  «  =r  2.  L'exposant  de  v  devant  être  de  la  forme 

1 —   —5    les    deux    noml)rcs    n'    et    ii ^    vérifieront    l'égalité 

i  I  I  '•'/-»  .    r   '         • 

-  -(-  — -z=:i ,   OU— 7  H =     •    Un  peut  satislaire  a  (Ctlc 

in  ti.  n         n^  •?.  '- 

égalité  de  trois    manières  :   en  pienant  fi' =  ^^    //,=6,    ou 
n'  =  6,  /?!  =  3,  ou  n'  =  4?  /z,  =  4- 

a**.   Soit  n=  d.    Les  deux  nombres  n'  et  ",  doivent  vérifier 

l'égalité  — r  H-  —  =  t;i  qui  admet  (\ti\\\  solutions  nouvelles, 

ou  n'  =  3,  «1  =  3,  ou  ///=  6,  //,  zi=  2. 

3°.   Enfin  soit/«  =  4.    Les  deux    nombres  ///  et  n,   doiveiiî 


vérifier  l'égalité —7  -f-  —  =  -7'    M"i   n'admet  qu  une  solulion 

//         «,       4 
nouvelle  n'  =  â,  /;,  =  2. 

■Nous  trouvons  ainsi  les  six  équations  différentielles 


(  ^  j     =  G  {  //  —  fi  Y'  (il  —  b  1', 


(— j     =0  {u-  af  [u—  by, 

(jy=G  (.-.)=(-.-*)% 

r^X     =Çf{u  —  a)-{u  —  b)-, 

±y  =  Q{u-ny[u-by, 

qui  admettent  pour  intégrales  des  fonctions  doublement  pé- 
riodiques. 

239.  Il  résulte  do  ce  qui  précède  que,  parmi  les  équations 

20. 
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(1iH<''i«'iil"u'!lcs  (.le  la  forint" 


outre  les  cas  parliculiers  clans  lesquels  l'intégrale  est  ration- 
nelle ou  simplement  périodique,  il  y  eu  a  onze  qui  donnent 
naissance  à  des  fonctions  nionodromes  doublement  pério- 
diques, et  il  n'v  en  a  que  onze.  Nous  rangerons  ces  onze  équa- 
tions dans  l'ordre  suivant  : 

{,  )  {'~\  ■   =  G  («  -  a)  {n  -  h)  [u  -  r), 

f  2  )  f'Ili]  '  ^  G  [u  -  a){u  —  h)  [u  —  r)  {a  -  d], 

\(tZ   ' 

(3)  (^'^G(u-a-:„-by, 

(5).  ("^X  =  G'u-nYin-b)\ 


(6)  {"liy  =G[a-aY{u-bY,     ■ 

(7)  (^)*=G(«-4M«-^}M«-'-t. 

(8)  [j^]   =0{u-ar{u-b;, 

(,o)      ('i^y = G  («  -  «)M«  -  ^}% 

(  M  )  l^y  Z3Z  G  («  -  aY  [n  -  by  [a  -  'cf. 

Ces  fonctions  se  distinguent  les  unes  des  autres  par  les  infi- 
nis. La  valeur  de  l'exposant  de  v  dans  l'équation  transformée 
montre  que,  dans  chaque  parallélogramme  des  périodes,  les 
deux  fonctions,  définies  par  les  deux  équations  du  second  de- 
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grc,  admettent  :  la  première,  un  infini  double;  la  seconde, 
deux  infinis  simples.  Les  fonctions,  données  par  les  deux 
«'(piaiions  du  troisième  degré,  admetlenl  :  la  première,  un 
infini  triple;  la  seconde,  trois  infinis  simples.  Les  trois  fonc- 
tions du  quatrième  degré  ont  :  la  première,  un  infini  qua- 
druple; la  seconde,  deux  infinis  doubles;  la  troisième,  quatre 
infinis  simples.  Enfin,  les  quatre  fonctions  du  sixième  degré 
admettent  :  la  première,  un  infini  sextuple;  la  seconde,  deux 
infinis  triples;  la  troisième,  trois  infinis  doubles;  la  qua- 
trième, six  infinis  simples. 

260.  Dans  le  cas  actuel,  il  est  facile  de  vérifier  les  (onsé- 
qucnces  auxquelles  nous  sommes  arri\és:  car,  la  ionclion  in- 
verse étant  donnée  par  une  quadrature 


'/(") 


on  reconnait  aisément  l'existence  des  périodes  eii  suivant  la 
méthode  que  nous  avons  employée,  dans  le  chapitre  m  du 
livre  II,  pour  les  équations  (i)  et  (  2  ).  Prenons  comme  exemple 
1  é(|uation  (i  i)  ;  si ,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose  qu'à  z  =0 
correspond  la  valeur  initiale  u  =l  o ,  on  aura  à  étudier  1  inté- 
grale définie 


-£■ 


du 


Marquons  dans  le  plan  les  trois  points  «,  h^  c,  et  appelons  7 

la  quantité  e  ^  ou  e  '^  "  Quand  u  décrit  une  petite  courbe  fer- 
mée autour  du  point  a  ,  la  valeur  de  -  est  multipliée  par;-  ;  de 
même,  quand  u  tourne  autour  du  point  h  ou  du  point  c  ,  la  ^  a- 
leiu'  de  -  est  multipliée  par  j-  ou  par;". 

Désignons  par^(A)  le  contour  élémentaire  que  1  on  a  à  con- 
.sidérer  lorsque  la  variable  u  va  en  ligne  droite  de  l'origine  o  a 
nn   point   voisin  du   point   a   [fig.  34),   puis  décrit    un   petit 
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cercle  autour  du  point  a^  et  revient  à  l'origine  par  la  nième 

ligne  droîle.  Nous  désigne- 
rons de  même  par  (B)  et  (C) 
les  contours  élémentaires  qui 
se  rapportent  aux  points  b 
et  c.  Enfin  nous  représente- 
rons par  A,  B,  C,  les  valeurs 
de  Tintégrale  définie,  quand 
u  décrit  chacun  de  ces  trois 

contours,  U  ayant  à  l'origine  la  valeur  initiale  Uq. 

Si  la  variable  u  décrit  successivement,  et  dans  un  ordre 

quelconque,  k  fois  le  contour  (A),  V  fois  le  contour  (B), 

A"  fois   le  contour  (C),  la  valeur  de  -    sera    multipliée    par 

y-^z+aA+A"  Pq^^p  avoir  les  périodes,  il  faut  prendre  les  combi- 
naisons (jui  ramènent  la  valeur  initiale  Uo  (n"*239),  et  par 
consé(|uent  celles  pour  lesquelles  l'exposant  3  A  ~f-  2  A'  -H  k"  est 
un  multiple  de  6. 

On  pourrait  prendre  deux  fois  le  contour  (A),  ou  trois  fois 
le  contour  (B),  ou  six  fois  le  contour  (C)  \  mais  dans  ce  cas  la 
valeur  de  l'intégrale  délinie  est  nulle.  Par  exemple,  décrire  six 
fois  le  contour  (C)  revient  à  marcher  d'abord  suivant  le  che- 
min rectiligne  oc^  puis  faire  six  fois  le  tour  du  point  c,  ce  qui 

ramène  la  valeur  primitive  de  -  -,  et  enfin  revenir  à  l'origine 

suivant  la  droite  co\  l'intégrale  définie  le  long  des  petits  cer- 
cles étant  infiniment  petite,  et  les  deux  chemins  rectilignes 

parcourus  en  sens  inverse  avec  la  même  valeur  de  -  se  détrui- 
sant, il  est  clair  que  l'intégrale  totale  est  nulle. 

On  revient  aussi  à  la  valeur  initiale,  quand  on  parcourt 
successivement  les  trois  contours  (A),  (B),  (C),  ce  qui  cor- 
respond à  la  solution 

/  =  k'  ~  k"  =  i; 

mais  l'intégrale  définie  est  encore  nulle.  En  effet,  de  l'origine 
comme  centre  avec  un  rayon  très-grand,  décrivons  un  ccjcle 
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Cl  supposons  qui'  la  variable  parcoure  d  abord  un  rason,  puis 
la  circonférence,  et  revienne  à  1  origine  par  \v  même  rayon. 
Ce  contour  équivaut  à  la  somme  des  trois  contours  élémcnlaiies 

pris  dans   un  ordre  convenable,  et  -    reprend  sa  valeur  pi  i- 

milive;  Tintégrale  le  long  de  la  circonférence  infininu^nl  grande 

étant  infiniment  petite  puis(|ue  -   est  un  infiniment  petit  du 

second  degré,  et  l(;s  deux  chemins  reciilignes  se  délruisani. 
1  intégrale  totale  est  nulle.  On  a  donc,  en  supposant  les  trois 
points  rt,  £,  o ,  disposés  comme  1  indiipie  la  figure, 

A  H-  Bj   -+-  C/  =  G. 

Comme  f  =  —  i ,  il  lésulte  de  là 

A  =  B  -F-  Cy% 

et  le  contour  élémentaire  (A)  peut  être  remplacé  par  la  somme 
des  deux  contours  (B)  et  (C).  Il  suffit  donc,  pour  avoir  toutes 
îes  périodes,  de  combiner  les  deux  contours  (B)  et  (C) .  de 
manière  que  ili' -{- h"  soit  égal  à  6.  Celte  éciualion  admet  les 
deux  solutions 

/'  =  I  ,  k''  =4         ^^         k'  ^=.  1^  k"  =  2. 

Considérons  d  abord  la  solution  A^=  i,  A''=  4  j  qui  indique 
une  fois  le  contour  (B)  et  quatre  fois  le  contour  (C).  On  peut 
parcourir  ces  contours  dans  différents  ordres  : 
.  1°.  D'abord  le  contour  (B),  puis  quatre  fois  successive- 
ment le  contour  (C),  ce  qui  donne  linlégrale  définie,  ou  la 
première  période 

B  +  C/  -f-  Cy^  +  Cy  +  C/  =  B  —  C  —  Cy  ==  '•>  ; 

2".  D  abord  une  fois  le  contour  (C),  puis  (B),  et  ensuite 
trois  fois  (C),  ce  qui  donne  la  seconde  période 

C  +  By  -H  Cy-  4-  Cy  +  Cy  ■  =  -o  /  ; 
3".   D'abord  deux  fois  (C),  puis  (B),  et  ensuite  deux  fois 
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(C)  ,  ce  qui  donne  rinlégrale 

C  +  Cy  H-  By'  +  Cf  -f-  C  /=  =  wy'  =  oyj  —  o.  ; 

4".  Daboid  liois  fols  (C)  ,  puis  (Bj  et  ensuite  (C  ) ,  ce  qui 
donne 

C  +  Cy  4-  Cf  +  By^  4-  Cy^  =:  «/'  =  —  «  ; 

5".   D'aborc!  quatre  l'oirf  (  C),  puis  (K),  ee  (|ui  donne 

C  -h  Cy  +  Cf  -hCj-h  By>  =  wy'  =r  —  r„y. 

On  voit  que  toutes  les  périodes  s;-  i amènent  aux  deux  pre- 
mières. 

Considérons  maintenant  la  solution  /.'=  2  ,  /)".-=  2.  Les  trois 
combinaisons 

C  +  Cy  +  By-'  -f-  By^  r=  C  4-  Cy  —  B  =  —  w , 
B  +  Cy^  H- Cy ' -H  By' =  —  wy^, 
B-  +  By'  +  Cy'  4-  Cy^'  =  —  wy', 

donnent  encore  des  périodes  qui  se  ramènent  aux  précédentes. 
Ainsi  il  n  y  a  que  deux  périodes  distinctes,  w  et  oij. 
A  chaque  valeur  de  a  correspondent  six  valeurs  de  z , 

C-i-jz=zz', 

c-^Cj  -+-rz  =  z", 

c  4-  Cy  4-  Cy'  +y  z  =  2  Cy  -  z, 
C  4-  Cy  4-  C/+  Cy^  4-y'  z  =  ?.  Cy  —  z'. 
C  4-  Cy  4- Cy'H-  Cy'  4-  Cy'  4- y'  z  =:  2 Cy  —  z". 

26J .  Par  des  transformations  convenables,  il  est  possible 
d'exprimer,  à  laide  des  fonctions  elliptiques,  les  onze  fonc- 
tions doublement  périodiques  dont  nous  avons  reconnu  l'exis- 
tence. 

Si  l'on  pose 

f 

«  =  a  4-  - , 

c 

on  voit  d'abord  que  l'équation  (2)  se  ramène  à  l'équation  (i) , 
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1  é(j[ualion  (4)  à  l'(k{ualion  (3).  En  posant 

u  z=z  b  -{■  -  . 

{' 

on  ramène  de  même  les  équalioiis  (6)  el  (7)  à  réquaiion  (5) , 
les  équations  (9)  et  (10)  à  l'équation  (8).  En  posant 

«  =  f  H —  ■) 

(' 

on  ramène  aussi  l'équation  (11)  à  1  é([ualion  (8). 

Mais  on  ramène   les  équations   (5)  et  (8)  à  léquation  (1)  , 
en  posant,  clans  le  premier  cas  , 

«  =  /;-+-  it'-, 
dans  le  second  cas 

H  =  b  -f-  «". 

11  reste  donc  à  exprimer,  à  l'aide  des  fonctions  elliptiques,  les 
fonctions  définies  par  les  équations  (1)  el  (3). 
Si  l'on  pose 

U  .■==  Cl  -t-  II'-, 


l'équation  (i)  devient 

'\  -       C 


G 

4 


__(._/,:„'=)(,_//=  „'3), 


Iv  et  H'  dési^nanl  les  constantes  -; 1 Si    Ion   tait 

^  b  —  a     c  —  a 

maintenant  u'  =1  —  -,  l'équation  se  réduit  à 

II 

cette  dernière  équation  admet  pour  intéi^rale  {générale 

a"  z=\[g  [z-i-  CL],  k), 
OL  désignant  une  constante  arbitraire. 

262.  Occupons-nous  maintenant  de  l'équation  (3)  que,  par 


Ol4  LIVRK     V[. 

une  Iraiisloimaliou  facile  ,  ou  peul  nielliii  sous  la  tonne 

(12)  l^Jl^  —  il  —au^y. 

Nous  supposons,  pour  simplifier,  (pie,  dans  celle  dernière 
équation,  à  s  ==  o    correspond  la    valeur    initiale  «  =  o  et 

-77  =  1.    La  fonction  définie  par  cette  équation  différentielle 

est  impaire.  Si  l'on  appelle  w  et  w'  ses  deux  périodes,  on  sait, 
d'après  un  raisonnement  déjà  fait  plusieurs  fois,  que  les  quatre 

1  w  w'  w  -|-  w'  ,  ,       ,, 

valeurs  z  =1  o.  z=-,  z  =  —-,  z= 5  rendent  la  lonc- 

22  2 

lion  nulle  ou  infinie;  cette  fonction  admettantun  infini  triple, 

....        .     ,  w  +  w'     , 

nous  pouvons  supposer  que  cet  infini  triple  est ?  les  trois 


zéros  étant  G,  -,  — «  Soit  ^(g^^:.  A)   la  fonction  elliptique  qui 

admet  les  deux  périodes  w  et  0/  ;  il  est  clair  que  l'expression  de 
it  en  fonction  de  1  aura  la  forme  suivante  : 

(i3)  u=  AA»-f-  B\  -+-  CaX'. 

Il  s'agit  de  déterminer  les  cinq  constantes  A,  B,  C,  i,',  A. 
En  différentianl  ,  on  a 

~  =  £r  13  A.vy  -h  Bl'  -{-  Cl"  +  CaV). 
az 

Aux  trois  valeurs  2  =  0,  z  =  -■,  z  =  —•>  correspondent  pour 

22' 


du  .  ,  —  1  _j_  ,  1/3     —  ,  _  ,  1/3  . 

^- les  valeurs  i,  ^5    —^   qui   sont    les  trois 

dz  '2  2  ^ 

racines  cubiques   de  liinité.   Si    l'on   fait  z  =  o,  2  =  -,  il 


dz  2 

w 
2 

vient 


C  —  B  =r 


C  +-  B=  -, 

+  i  v/3 
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d'où 

B  =  ^  —  '^^     Q  _  L±iyl. 

4  S  4  s 

Servons-nous  maintenant  de  la  valeur  de  /.  (z)  développée  en 
série 

w' 
et  posons  z  = h  z  .  on  a 


,  .  . , 


/!s'=  6/!  ' 

et  en  substituant  dans  la  valeur  de  u,  après  a\o!r  remplacé  z 
par  ^2, 

_  A  —  C  /?        Ajijj-J^^H-aB^* 
""~  g^  P  z'-'  "^  2  Â  '  g-z'  ^ 

La  fonction  devant  s'évanouir  pour  z'  =  o,  il  en  résulte  les 
deux  conditions 

A  —  C  /  =  o  ,      A  (i  +  /^- )  +  2  B  z^-  =  o  ; 

on  en  déduit 

A-  —  2 /  y  3 .  A  H-  1  =  0; 
d'où 

X=/(v/3±2). 

Posons  entin  z  =z     "^  "'   -|-  -'    ^^  =  -  :   Téciualion   diftercn- 
2  p-  1 

tielle  (12)  devient 
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d'où 

et,  par  suile, 

„  _         27 


D'un    autre    côté,   la  fonction  X(z)   et    ses  dérivées,     pour 

^  — '■ 1-  z   ei  z  = f-  z   ayant  des  valeurs  égales  et  de 

2  2  "^  ^ 

signes  contraires,  on  a 


^3  p  ^n 
ou  en  déduit  ; 

27  &•'  /  ' 
n- 

Si  J'on  remplace  A  et  C  par  leurs  valeurs,  il  vient 

rt-  (r-h  /  y/s) 

Toutes  les  constantes^sont  déterminées,  et  l'intégrale  de  l'équa- 
tion (12)  est  exprimée  au  moyen  de  la  fonction  elliptique  À  (gz) 
et  de  sa  dérivée. 

Chacune   des   transfoiniations    que    nous   avons    effectuées 
donne  l'intégration  d'une  équation  différentielle.  Par  exemple, 
l'équation  finie  (i3)  est  l'intégrale  de  l'équation  difïérenlielle 
du  d  A 


dans  laquelle  g'  et  /c  ont  des  valeurs  convenables. 

CHAPITRE  111. 

EXEMPLES    D  INTÉGRATION  . 


263.   Revenons  à  l'équation  générale 

(I)  F(»,U)  =  o. 
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Soit  Ui  une  valeur  de  a  pour  la(|uellc  Téqualion  admet  une 
racine  double  U,  dillérente  de  zéro-,  on  aura 

(2)  F(«,,U,)  =  o, 

/o>  f/F(w,,  U.) 

et  si  l'on  élimine  U,  entre  ces  deux  équations,  on  obtiendra 
une  é(jualion 

(4)  ?(«.)  =  o, 

à  laquelle  devront  satisfaire  les  valeius  de  ii  pour  lesquelles  U 
prend  des  valeurs  multiples. 

Posons  ;/  =  ;/,  -+-  u'.  U  =  U,  -+-  L';  l'équation  dinérenlielle 
ilevient 

^U,      9.  fitf,  du'     2 

(]omm(;  l/doil  restei'  monodromc  pai'  raj)porl  à  u'  (n"  2i5), 

il  est  nécessaire!  que 

f/F  __ 
du , 

L'équation  (4)  n'est  autre  chose  que  léquation  (2),  dans  la- 
quelle on  regarde  Uj  comme  une  fonction  de  z/,  donnée  par 
l'équation  (3)  :  on  a  donc 

do  _dF        dV  dl\  _ 
diii        du,        r/U,    du. 

Ainsi  léquation  (4)  n'aura  t{ue  des  racines  doubles;  ç(") 
sera,  en  général,  un  carré  parfait. 

Î264.   Appliquons  à  l'équation  du  troisième  degré 

(5)  U  -1-  PU^  +  Q  =  o  , 

dans  laquelle  P  et  Q  désignent  des  polynômes  entiers  en  u .  le 
premier  au  plus  du  second  degré,  le  deuxième  du  sixième 
degré.  Celte  équation  comprend  toutes  les  fonctions  mono- 
dromes  doublement  périodiques  du  troisième  degré:  car  on 
sait  que,  dans  une  fonction  doublement  périodique,  la  somme 
des  m  valeurs  de  z  qui,  dans  chaque  parallélogramme,  corres- 
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pondent  à  une  même  valeur  de  u  est  constante,  et,  par  suite, 

dz 
du 


la  somme  des  m  valeurs  de  — ^  qui  correspondent  à  une  même 


valeur  de  u  est  nulle:  ainsi  le  terme  du  de^ré  m  —  i  en—  ou 

{lu 

1  .        ,        ,        du  11". 

du  premier  degré  en  -—  manque  dans  1  équation. 
^  "  dz  -^  ' 


On 


U,=  -ÎP, 


ce  qvii  donne  > 

«,(»,)=r-^PÎ  +Q,=0. 

'27 

Cette  équation  n'aura  que  des  racines  doubles  si  le  polynôme 
du  sixième  degré  — P'  -h  Q  est  un  carré  parfait.  Nous  pose- 
rons donc 

—  P  +Q  =  R% 

27 

en  appelant  R  un  polynôme  du  troisième  degré  au  plus.  Telle 
est  la  condition  générale  à  laquelle  doit  satisfaire  l'équation 
du  troisième  degré,  pour  que  l'intégrale  soit  monodrome  et 
doublement  périodique. 

265.  Considérons  maintenant  une  valeur  de  u  annulant  Q; 
à  cette  valeur  «1  correspondent,  dans  l'équation  (5),  des  ra- 
cines égales  à  zéro.  Posons 

u  î=  //,  H-  u'  ; 
l'équation  devient 

U'  -h  (p,  +  P',  W  4-  P"  ^  J  u=  +  Q',  u'  -\-q\~-^  ...—o. 

Si  «1  est  racine  simple  de  Q  et  n'annule  pas  P,  U  a  deux  valeurs 
infiniment  petites  5  le  groupe  des  termes  du  degré  le  moins 
élevé  étant  Pj  U^  -f-  Q',  «',  le  premier  terme  dvi  développement 

r 

de  U  suivant  les  puissances  de  u'  ^  a  l'exposant  -■>  lequel  est  de 


IM'Ki.lU  riON     PAU     LES     lONCTIONS     EI.M  PTIOi;  KS.  i)  I  Q 

la  fttniic  \ouIuc  i (n"!2i6).  Si   </,  est  racine  doubJo  de  Q 

et  anuuk'P,  l.  a  irois  \alruis  iiifiniiueiit  petites  :  li' premier 
groupe  étant  U*  H- Q" ?  le  premier   terme   du  développe- 

ment  a  l'exposant^  ({ui  est  encore  de  la  forme  voulue.  Ainsi, 

pour  que  la  fonction  ijitégrale  soit  monodrome  et  dcniblement 
périodique,  il  faut  que  les  racines  simples  de  Q  naniuilent 
pas  P.^  et  que  les  racines  doubles  de  Q  annulent  P.  D'ailleurs  O 
ne  doit  pas  avoir  de  racine  triple. 

Si  une  racine  simple  de  Q  annulait  P,  l'intégrale  cesserait 
d  être  monodrome.  Si  une  lacine  double  de  Q  n  annulait  pas 

P.  le  piemier  groupe  élant  P,L-  -i-  Q"  — ,  tj  se  développerait 

suivant  les  puissances  entières  de  ii' ;  le  premier  terme  élant  du 
premier  degré,  l'intégrale  lesterait   monodrome,   mais  serait 

simplement  périodique.  Si  Q  avait  une  racine  triple  n  annu- 
lant pas   P,   le  premier  groupe  étant  P,U- -h  Q"' 5  et   le 

premier  terme  du  développement  ayant   lexposani  -•>  Finté- 

grale  serait  rationnelle  (n°  2oi). 

266.  Il  reste  à  examiner  de  la  même  manière,  pour  t^^  o, 
la  transformée 

»    T      o  K  I      o  ^  / 


Pour  que  Fintégralc  soit  doublement  périodique,  le  dernier 
terme  ne  devant  pas  avoir  de  racine  triple  pour  1^  =  o,  il  faut 
que  le  polvuômc  Q  soit  au  moins  du  quatrième  degré.  Dési- 
gnons par  p  le  degré  du  polynôme  P,  et  par  r/  celui  de  Q  II  Y 
a  trois  cas  à  considérer  :  1°  q  =  6  :  l'équation,  pour  u  =  o, 
admet  trois  racines  différentes  de  zéro  -,  dans  ce  cas,  la  fonction 
doublement  périodique   a    irois  infinis   simples   dans  chaque 
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parallélogramme;  .i*^  q  =:  5 -,  la  valeur  f  :=  o  élaui  racine 
simple  du  dernier  terme  et  ne  devant  pas  annuler  le  coeffi- 
cient de  V%  le  polynôme  P  sera  du  second  degré;  comme  à 
i^' =  o  correspondent  pour  \  une  racine  simple  dilTérente  de 
zéro  et  deux  racines  égales  à  zéro,  la  l'onclion  doublement 
périodique  aura  un  iniini  simple  et  un  infini  double;  3"  q  :=^  f^-. 
la  valeur  p  =  o  étant  racine  double  du  dernier  terme  et  devant 
annuler  le  coefficient  de  \^,  le  j)oîynôme  P  sera  au  plus  du 
premier  degré;  ^  ayant  trois  racines  égales  à  zéro,  la  fonction 
doublement  périodique  aura  un  infini  triple. 

267.   Kxemple  I .  —  Soit  ré([uation  différentielle 

U'  -f-  3  U'  —  27  //.-  —  4  =  0; 

nous  supposons  que  la  variable  part  de  s  =  o ,  la  fonction 
ayant  la  valetir  initiale  z<=:o,  et  la  déiivée  la  valeur  corres- 
pondante U  =  I . 

Le  polynôme  Q  n  a  que  des  racines  simples  qui  n'annulent 

r 

pas  P.  Le  polynôme  —  P "■ -|- Q  =  —  27 «-  est  carré  parfait. 
27 

La  transformée 

V^  —  3('^  V- +  27  c' H- 4  ('«  =  o  , 

pour  V  =  o,  admet  une  racine  iriple  infiniment  petite  et  du 

,  4       .      . 
degrc'  Iz-  Ainsi  ,  en  vertu  du  théorème  V  (n°252),    l'iaiégrale 

est    monoJrome    et  rationnelle;  ta  p"  =  o   correspond  seule- 
ment z  =  oc   :  c  est  donc  une  fonction   entière  du  troisième 
degré. 
,  La  variable  u  n  entrant  dans  léqualion  qu  à  des  puissances 
paires,  si  l'on  fait  mardier  u  à  partir  de  l'origine,  suivant  deux 

chemins  opposés,  il  est  évident  que—-  aura  la   même  valeur 

le  long  de  ces  deux  chemins,  ce  qui  donnera  pour  z  des  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires.  On  en  conclut  que,  réciproque- 
ment, à  des  valeurs  de  z  égales  et  de  signes  contraires  corres- 
pondent des  valeurs  de  a  égales  et  de  signes  contraires.  Ainsi 
la  fonction  entière  ne  contient  que  des  puissances  impaires; 
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cll(;  est  (le  la  fornu' 

Pour  z  =  o  ,  \j  =  i  \  donc  B  =  i .  Quant  au  coefTifient  A  , 
on    le  déterminera  aisément   à  Faide  de   la    liansforniée.    Le 

premier  groupe    V'-}-27p'*=o  donne  r=:-:    ilonc   A=i. 

Ainsi  récjuation  proposées  admet  pour  Intégrale 

fC  =  z^-{-  z. 
268.    Exemple  1 1 .  —  Soit  I  é(piation  dideienlielle 

L-3_3lP— 2(«  — i)'H-4  =  o. 

INous  supposons  encore  que  la  variable  z  part  de  3  =  0, 
ri  ayant  la  valeur  initiale  //  =  o  et  U  la  valeur  correspondante 
U  =  i. 

On  reconnaîtra,  comme  dans  l'exemple  précédent,  que  l'in- 
tégrale est  une  fonction  entière  du  troisième  degré, 
«  =  As  +  Bz- +- Cô  . 

Si ,  au  moyen  de  l'équation  proposée  ,  on  développe  la  fonc- 
tion U, 

A 
U  -—  1  +  ^  «  +  .  .  . , 

en  s'arrètant  aux  deux  premiers  termes,  on  en  déduit 


2 

'+3 


d'où 


A=.,  B=|.  -        . 

La  transformée  donne  immédiatement  C  =  —    Ainsi    1  inté- 

grale  est 

22 

3  27 

Ces  deux  équations  différentielles  peuvent  être  intégrées 
facilement  par  les  procédés  ordinaires^  on  vérifiera  ainsi  les 
résultats  que  nous  venons  de  trouver, 

21 
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t2()9.    l'.xcDij^le  II l .  —  Soil  1  iHjualion  '  - 

\P  —   \}-i   -i-  ^  ,1'  2';  U'^  r=  O. 

La  variable  z  part  toujours  d<'  r  =  o,  la  fonciion  ayant  la  va- 
riable initiale  «  =  o  et  la  dérivée  la  valeur  U  =  i . 

Le  polynôme  Q  a  ici  une  racine  triple  «  =  o,  à  lacjuelJe 
correî-pond  pour  II  tine  racine  double  infiniment  peiite  et  (\k\ 

degré  -  par  rappoil  à  ii.  Le  polynôme 

ipM- O  —  —  on  (,/> — ^\    '  ■"'^■.:-    '- 

on  -  '    \  ■?.-]) 

l'St  un  carié  parfait.  La  Iransforméc 

V^'  -f-  .'-'  V  +  27  —  4  c'  —  o  ■■     ^ 

n'admet,  pour  t' =  o  ,  que  des  racines  simples  dinérenles  de 
zéro.  On  conclut  de  laque  l'intégrale  est  monodrome  et  ration- 
nelle. 

Comme  elle  devient  infinie  pour  trois  valeurs  finies  de  s,  et 
infiniment  petite  du  second  degré  pour  2  =  00,  son  dénomina- 
teur est  du  troisième  degré  ,  son  numérateur  du  premier  degré. 
L'équation  difiérentielle  ne  conlioni  que  des  puissances  de  u 
multiples  de  trois.  Car,  si  l'on  fait  marcher  //  à  partir  de  l'ori- 
gine, suivant  un  <liemin  c[uelconque,    puis   suivant   un  autre 

que  Ton  déduit  du   premier,  <'n  multipliant  ii  par  j  =  c  '''  , 

dz 

—  ayant  la  même  valeur  le  long  de  ces  deux  chemins,  z  de- 

du    "^ 

viendra  jz.  Ptéciprocjuement ,  quand  on  remplace  u  par /c, 
u  devient  ju.  Ainsi  la  fraction  rationnelle  est  de  la  fornuî 

z 
u  = '  ■  ■ 

A  z'  -h  I 

Pour  //  =  o,  Ll  a  une  racine  doubie  inliniment  petite;  li* 
premier  groupe  —  V^' -h  4"^=  <>  donne  -7  =  -•  IJoiic  A  =  1 , 
et  Tinlégrale  cbeiclK'e  est 
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"Ili).    Exemple  U  .  —  Suil  1  énualion 

U'-f-3(«  —  2VU=4-^(m—   i)'(«  —  2)^  —  4  («—  2)'^=0. 

La  variable  pari  de  z  =:  o,  la  foiiclion  avanl  la  valeur  iniii.ilc 
«  =  o  et  la  dérivée  la  valeur  IJ  =  i . 

Le  polynôme  Q  a  une  racine  quadiuple  u  =z  2 ,  (|ui   entre 
deux  fois  dans  P;  L  admet  trois  valeurs  infiniment  petiles  dont 

le  premier   terme   du  développement  a  pour  exposant  -•   Les 

autres  lacines  de  Q  sont  simples.  Le  polynôme  —  P^  -h  Q  est 

27 

ean-é  parfait.  La  transforniée 

2I3 

V-— 3(1  — 2(0^V^  +  4(i  +  -y.v)  -  -^-(î  _,.;.'(,_  2,.)'=:  o 

a  trois  racines  simples  pour  i' =  o.  On  en  (Oiirliit  ([ue  linlé- 
graleest  une  fraction  rationnelle  du  Uoisième  dei^ré 

A  z^  -h  B  z'^  -J-  2 


Cz5+  Dz- -I-  Ez  +  1 


Quand  z  augniente  indéfiniment,  ;/  tend  vers  la  \aleur  2: 
donc  A  =  2C.  Si  Ion  pose  «  =  2  H-  u' .  léipiation,  bornée  au 
premier  groupe  , 

donne 

Comme 


240 

16 

a" 
16 

1 

u 





—  ■ 

9 

Z-' 

(B  —  2D)z'4-(i  —  2E)z  —  2 

Cz-'-+-bz'-|-  Ez  -f-  1 


il  en  lésulte 


Br=2D,        E  =  -,        ^=-^- 

Si  Ion  développe  la  fonction  L  dont  la  \alcur  initiale  est   i, 
suivant  les  ])uissan(es  croissantes  de//,  on  a,  pour  les  deux  pre- 
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niiers  lerines , 

IT  =  1  +  B// ,         «l'oH         //=  z  4-  4^'V 

ee  qui  doiiiH* 

B—  K—  4. 

Nous  connaissons  maintenant  ioutos  les  eonstantes;  Finie 
grale  cberchée  est 

7.  4 


I  9,9- 


271.    Exemple  ï^.  — Soit  l'écpiaiion 

IP  _  U^  —  4  M-  +9.7  U'  =  O. 

La  variable  pari  de  2  =  o,  la  fonction  ayant  la  valeur  initiale 
/é  =  o,  et  la  dérivée  la  valeur  U  z^:^  i . 

Le  polynôme  Q  admet  la  racine  double  u  =  o^  qui  n'an- 
nule pas  P,  et  à  laquelle  correspondent  pour  D  deux  racines 
infiniment  petites,  monodromcs  et  du  premier  degré.  Le  poly- 
nô'ine 

A  p3  _|_  Q  _  _  an    (  «^  +  A  ) 

est  carré  parfait.  La  transformée 

v-> -I- ,.' v^  +  2  7  c' -h  4  •'' =  <^  ? 

pour  r::=o,  admet  trois   racines   infiniment   petites  du   de- 

2 
gré  -•  On  <  oncint  de  là  que  l'intégrale  est  une  fonclion  mono- 

drome  simplement  périodique,  ayant  un    iniini   triple  dans 
chaque  période. 

La  période  se  produit  quand  11  tourne  autour  de  l'origine, 
D  ayant  une  valeur  infiniment  petite.  L  équation ,  bornée  au 
premier  groupe 

IJ  '  +  4  "'  =  "  »    .     f'f<         —  =  ±  2  idz , 

monire  (|ue  la  période  est  7:. 


EXEMPLES    d'iKTTÉGIIATION.  ^^S 

LV'quaiion  ne  tonl("ii;mi  (|uc  dos  puissances  paires  de//, 
\;omme  dans  Texemple  J,  la  loiiclion  u  cliangedc  signe  avec  z. 
Donc 

■/(j)=-/(-r)=-4;)- 

Ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si  r:  :=;  -  esl  un  zéro  ou  un  inlini  ; 

mais  la  fonclion  ne  devient  nulle  que  pour  2  =  o  et  2  =  oc  ;  il 

en  rc'sulle  que  z  =  -  est  l'infini  triple. 

l-a  fonclion  simplement  périodique  a  s  exprime  rationnelle- 
ment au  moyen  de  la  fonction  tangz  qui  a  la  même  période tt. 
L'infini  étant  aussi  le  même,  l'expression  est  entière,  et  1  on  a 

u  :=  A  tanj5  z  -(-  B  tang'  z. 

Pour  z  =:  o  ,  U  =  I  ;  donc  A  =  1 .  Pour  les  petites  valeurs  de  «, 
le  développement  de  la  fonclion  U,  dont  la  valeur  initiale  est  i, 
3x>rné  aux  deux  premieis  termes  ,  est 

4 

donc  \V=.  I.  La  fonction  intégrale  a  pour  expression 
Il  =  tangz  -t-  tang^^z. 
272.    Exemple  VI.  —  Soit  l'équation 

U^—  U^  —  A  (,   _   2«'H-  2M^)=-i-  —  =0. 
27    ^  27 

La  variable  part  de  z  =  o,  la  fonction  ayant  la  valeur  initiale 
«  =  o ,  et  la  dérivée  la  valeur  U  =  1 . 

Le  polynôme  Q  admet  la  racine  double  u  =  o  qui  n'annule 
pas  P-,  les  deux  valeurs  infiniment  petites  de  U  sont  du  pre- 
mier degré.  Quand  //  tend  vers  zéro,  z  augmente  indéfiniment, 

et  Ion  a  la  période  o)  =  — ^  tt/.  Le  polvnôme  —  P'  +  Q  est 

1  ^j 

«arré  parfait.  La  transformée 

V=  H-  ,-•  y:  -I-  i-  (  2  —  21'  +  t'"  V  —  ^  •''  =  n  . 
27  27 
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pouit'=  o,  adnu't  liois  racines  simples 

^'"  ~  ~  3  ^^  '        '^''  ^  ~  3  ^''^ ■^'       ^''^  ~  ~  3  "^^ ^  -^ '' 

\j  =  e  ^   J.  ee  (|ui  fait  trois  iiiiliiis  simples.   Ainsi   1  inlégralc 
«'st  monodroine  el  simplenieni  périodique.  Celle  fonction  s'ex- 

niimeia  ralionnellenienl  au  moyen  de  laui^— • 

Si  1  on  remarque  que  u  ne  devient  nulle  cjue  pour  z  =  o  et 
r  =  oc  ,  et  que  les  valeurs  de  \  o  ■.  ^  i .  ^  2  sont  les  racines  d'une 
(qnalii>n  binôme,  on  voit  que  1  expression  a  la  forme 

''>  nz    j  -z  \ 

.  -lang  —  .     i-f-  laiig  — 

Il  rrr  — —  • 


A  tani 


Pour  trouver  le  coellicient  A  ,  développons  la  fonclion  U, 
dont  la  valeur  initiale  est  i,  pour  les  très-petites  valenrs  de  //. 
On  a,  en  se  bornant  aux  trois  premiers  termes  , 


(!  on  1  on  déduit 


Il  =:  I U-  -i II'  , 

3,7  27 


16         4 

u  =  z  —  ^z+^ 

01  or 


En  déveiojq)ant  de  même  i'expression  de  n  el  idenliliant.  on 
trouve 


Ainsi  1  intégrale  clierchée  est 


tang  —  (  i-i-  tang-  — 


3v/3 


I  ~\ —  tan^' 


TZl. 

2 


■27;>.    Exiinplc  J  II.   —   Soit  i"e(pialion 
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La  variablti  pari  de  z  --=z  o,  la  foiicliori  ayajil  la  valeur  ti  =  <> 
el  la  dérivée  la  valeur  L=  i. 

Le  polynôme  Q  n  a  que  des   racines  sim[)l(;s  ([ui   ii  aunu- 

lent  pas  P.  !,e  jmlvnômc—  P'' -h  (^  csl  carre  paifail.  l,;i  trans- 
ie )i' m  ée 

pour  i'  :=:  o,  se  réduit  à  N  ' —  i  —  o  et  a  trois  racines  simples 
ditl'érentes  de  zéro.  On  en  conclut  (|ue  lintégtale  est  rnono- 
drome  et  doublement  périodique  (n"  î2o2). 

Posons  j  =  e ''  .  Si  Ton  remplace  z  par;^,  u  devieiii  jii, 
el  la  dérivée  ne  change  pas  ;  la  fonction  change  de  signe  a\ec  z. 
Les  deux  périodes  sont  '->  el  j'o.  La  lonclioii  a  trois  inlinis 
simples, 

—  ?  — >  ' —  » 

2  2  2 

et  trois  zéros  simples, 


->ous  nous  proposons  d  exprimer  cette  (onction  tiouMcmeni 
périodique  au  moyen  de  la  fonction  eliiptic|ue  ?.  (^2,  /.  ),  (pii 
admet  les  deux  périodes  w  el  /o).  On  sait  que  les  deux  zéros 

de   la   fonction    eliipiique   sont  o    et  -  5   et    les    deux    infinis 


—  et 

2  :>. 


l.a  tonclion  u/.  n  a  plus  liiifini  -•  iiiai.s  elle  a  les  deux  infinis 

•j. 

doubles   —  el    — :   elle  s  exprime   donc  de    la    manière    sui- 

o  o  1 


7J0  _     J-M 

2 

vante  : 

(  a  )  iil  =:  A).'  +  B  +  CÀ'  ; 


!e  polynôme  du  second  degré  cii  /.  ne  contienl  pas  de  terme  du 
premier  degré,  puiscpu;  la  lônclion  n/.  ne  change  pas  quand  on 
chance  le  ^ii;ne  de  /., 
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Il  iaul  déteiniiner  les  cinq  conslanlcs  A,  B,  C,  ^,  />. 
Le  développement  de  la  fonclion  elliptique  suivant  les  puis- 
sances Cl  oissantcs  de  ~  est 


cl  où 


'^^'^  =  S'  -  77^3  '" "  -^  -772:3-4:5-  ^' "' 


D'autre  part,  la  fonction  implicite  U,  dont  la  valeur  initiale 
rsl  Funité,  a  pour  développement 


Il  =  1 1- .  .  .  ; 

9 

"  =  '~k-^ 

En  substituant  dans  l'équation  (a)  et  égalant  les  coefficients 
des  mêmes  puissances  de  z  jusqu'à  la  quatrième  inclusivement, 
il  vient 

(i)  B  +  C  =  o, 

,    -.  I  +  /- 

(2)  xg^c---^g=i,  - 

(.+  /-)-+. 3/.^^  i4-/-_        1+^- 

(•^)  ^  -^  ^      "^      3     *'-  6 

L'équation  transformée,  pour  p-  =  o,  se  réduit  à  V^  —  i  =05 
les  trois  racines  sont  i,  /",7^  On  peut  supposer  que  la  pre- 
mière se  rapporte  à  z  =  -  ?  la  seconde  à  .z  =  —  et  la  troisième 

à  — •  Posons  d'abord  z  =z — ^  z\  on  aura,  en  se  bornant  au 
2  2 

premier  terme, 

(=3  2,  <t  ou  U  —'-    — • 

Mais  on  sait  que 

A  U-^  .4-.   »3'j    _  _  >  f  .3')  ~  -  «z'. 


EXEMPLES    T)  INTÉGRATION.  Ox.y 

Si  l'on  substiliic  tlans  rcfiuatioii  (a)  .  il  viendra 

(4.)  n-c  =  -^. 

l^osons  maintenant 

z=  — +  2', 
2 

et  remarquons  (|ue 
on  a  d  ailleurs 

('  =   /Z    ,  (I  ou  II  =   • 

-^  z' 

En  substituant  dans  Téquation  (a),  il  vient 
(5)  A~CA=-g/.j. 

Si  ron  pose 

z  =  -^ h  2  , 


en  remarquant  que 

f-  ^2  /  — 


on  aura 

(6)  A  +  C/?  =r  — ^/y-. 

Mais  nous  \  errons  que  cette  relation  rentre  dans  les  précé- 
dentes. 

Les  équations  (i)  et  (4)  donnent 

2 

l.es  équations  (5)  et  (6),  par  soustraction,  donnent  de  même 

C  = -•  Ainsi  la  relation  (6)  rentre  dans  les  premières. 
2 

De  l'équation  (5)  on  déduit 

A  =  è'/  1 /  I  — 
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Si,  pour  ahiégcr,  oii  pose 

les  t"(}iuuioiis  (  j  )  {'t  f:^  )  cioinieiit 


(I  an 


V3 


-j—  =  -  =  i\,i3i,      /=/iV3±;?,^, 


7 

!  /. 


3  +  2^3- 
7 


Si  I  on  piciid  le^  signe.-,  supérieurs  ,  on  a  (nialcnienl 


cl  I  intégrale  a  pour  expiession 


274.    /{jcnip/e   f  III.  —    Soit    léqualion 
U'  —  31'-'  —  2  (  /<-  —  I  j'  -!-  4  =  o. 
i.ii  variable  part  de  :3  =  o ,  la  fouelion  ayant  la  valeur  ijiiliale 
//  =  o,  et  la  déiivée  la  valeur  U  =  i . 

Cette  équation  présente  tous  les  caractères  qui  font  recon- 
r.ailre  nue  intégrale  monodrome  et  dovibleinent  périodique, 
i.e  polynôme  Q  n  étant  (fue  du  quatrième  degré,  (  etle  fonctiois 
admet  un  infnii  triple.  Désignons  par  f»)  et  'ù'  les  deux  périodes. 
La  fonction  ciiangeanl  de  signe  avec   z,  ses  trois  zéros  seront 

o,  -■>  — 1  Cl  son  miini  triple  — ■ 


Nous  esprimei'ons   encore  cette   inléi^rale   au  moyen    de  la 
fonction   elliptique  ?..   i.a  foncliou  --,  n  admettant  plus  qu'im 

inlini   douldc  ^ — — ~i  aura  une  expression  iV-  l;i  loi  nie 

aa'-i-  r>-i-C/,'.     ■  '     -  ■ 
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Oi)  aura  dont 

(a)  «  =  >,  (A).^^- li-h  C>/). 

W  faut  (Ictriniinci   les  (  iii([  ^■<»^.slaMt(^^  y\.  1»,  C,  ,^',  '<. 

Pour  Ifs  valours  ti  c.s-|)(îilc.s  de  z,  <mi  se  honiaul  au  piciuici- 
terme,  on  a 

u  ^  z, 

ce  (jui  doniu;  la  rclatinn 

(0  Bg-^Cg=^^.       ■ 

Pour  II  =  I).  1  <:f|ualu)n  ililïércnli<'lle  d('\ient 

IJ'—  3U^  -h  'i  —  o; 

si  Idii  supprime  l,i   solution  L  =1  (|ul  correspond   à   z  =^  a  ^ 

elle  se  rétiuit  a 

U'  —  2  U  —  ?.  =  o  ; 
d'où 

U  =  I  qr  s/3. 

Faisons  cor  respondre  la  prtmdère  racine  h  z  =  -   la  seconde 

a   z  =  —   1  osons  r  =  — h  -  -  nous  auions 
■?.  2 

Il  :=  [i  —  v'3)  ^'; 
<1  où  i  on  déduit,  en  substituant  ilans  1  équation  (a), 

(a)  Bif  —  C^^  =r  V  3  —  I. 

Posons  (le  inenie  z  ^^ h  2  ,  nous  aurons 

?, 

M  z=  (1    -f-    y'3)  z', 

et,   en   snbsliluani   dans  ré([uation  (2:),   nous  oblieiuirons  les. 
deux  relations 

(3)  A  =  c/;, 

J>a  transformée 

^^>  _|_  3 ,,^  v  4-2(1  —  v' )' (- ■  ~  4  .'■  ==  o 
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donne,  pour  le  premier  lernie  du  développement. 


~Z', 

07 


w  -t-  w 


en  posant  z  = h  z' .  Si  l'on  substitue  dans  l'équation 

(î<),  on  trouve  la  relation 

Nous  avons  maintenant  un  nombre  d'équalious  sutïisant 
pour  la  détermination  des  eonstanles.  Les  équations  (i).^  (2), 
(3),  donnent 

s/3  2  —  v/3  ,_       2  —  v^3      .^ 

Substituant  ces   valeurs  dans   les   équations   (4)    <^'l    (^):   on 
obtient  les  deux   équations 

^'=-2(3  +  W3^ 

^^^^_^u_-y3).  ; 

d  où  1  on  déduit 


X-=:— (3  +  2  \/3)it2v5+ 3s/3,      /é:'  = 


3-  s/3 


9 


p  v/3        ^         ^-V^3  „_  7  -  5  s/3 

et  Tintégrale  ebeicbée  a  pour  expression 

«=:X(A>.M-  B-+-  C).'). 

^75.  Nous  allons  vérifier  que  celte  fonction  satisfait  bien  à 
l'équation  ditlérentielle  proposée.  Voici  le  calcul  de  vérifica- 
lion.  On  a,  en  dilïérentiant, 

^  =  { 3  A  y  -t-  r.)  v  4-  c  ['>."  +  u"  )  y 

-  :=z  3 ('/,')'  -4-  4  B  /  >'  +  <;  1-  (  3  A).^  I  B]  ).' , 
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(1  où  1  on  dt'cliiit 

—  =  1 8 C-  X^ l'  H-  48  B' C /?  >.'  -h  ( 29  B'  /^  -4-  1 5  C-  /,' )  X' 
M' 

+  [i4BC—  B'(i+  X^)]P  ^-  (B^  +  C-) 

-}-  2>.'  [9^/^/"+  r 5 BC/^ /.''-+-  (3C-/  -4-  4B-/)A^-f-  BC], 

—  =  io8C'A'=>.'--f- 43?,BC=/?^).'"+ (549B'C/!'4-  i35C'/i')/*' 

-+-  (238B^  a  4-  3o6BC^/-)/.'^ 

-+-[36C'/=-4-  i68B=C/^  —  i2B'(i  4-  /^  ^]^* 

4-(3oBC=/,  -f-  i8B'X)P-+-  (Dh-3B'C) 

ro8C^/-^>."'-f- 324BC^X'V  .        \ 

l     +  (2796-0/ "M- 8(  C^ /•»)>.«  ■               1 
--1-  ).'        4-  (67  B^  /  ■  -4-  117  BC  /  -') ).' 

i     H-[33B^CX-  4-  9C'/.— B^'(  I  4-  />')]):-        l 

'      4-(3BC^4-B-')  ' 

On  a .  d'autre  pail 

«•'  =  2  A').^  4-  4  AB).*  4-  (B'  +  C^)  ).'  4-  2C),=  (Aa-4-  B)>,% 
(«'—  1)=  =  8  A'  ).'=  4-  32C-'  B  /-'  a'"  4-  {4oB^C^  /.'  4-  8C'  /i'^)  >.' 
4-(i6B5C/!  4-  16BC'/;— 4C-/!=   >■ 

4-  [(B=4-  e)^—  8AB  -f-  4B^'  C-]a'  —  2(B^^4-  C^)  >.-+  I 
,         2A^A-'4- 6A^Ba«  \ 

4-4Ca'a''    4-[A(B-  4- C-)  4- 4AB^])/     (. 
(   4-[B(B-'4-C^)— A]),^— B     ) 

En  substituant  ces  valeurs  dans  réquaiion  difrérenticllc  pro- 
posée et  tenant  compte  des  relations  qui  existent  entre  les  cinq 
constantes,  on  voit  que  Tétjuation  est  vérifiée. 

276.    Exemple  IX-  —  Soit  Téquation 

U'  +  3  n-  l]'  —  {n'  —  i ]-  —  4  //•  =  o. 

La  variable  part  de  z  =  o,  la  fonction  ayant  la  valeur  initiale 
,1/  =  o ,  et  la  dérive  la  valeiu^  U  =  i- 

L  intéi;ralc  est  nionodiomc  et  doublement  périodique;  elle 

change  de  sicinc  avec  z-  elle  admet  trois  zéios  simples  o.  -> 
'  ^  *  '   2 
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,j'  .    .   .      .      1      &>  ^-  w  I      ,1 

— ,    cl    trois    iiiliiMS    siiiii)lc's 5  +•  ■' 5  — '''■    '-<    loncliou 


"  ^'    --,  dans   laquelle   —  i=/'-(/î),    n'admettant   plus  que 

rinfinl    double   — •>    aura    une    expression    de    la    roiiiu- 

A},2  4-  B  4-  C//.  On  a  donc 

(a)  ?<(i— A^y^^  = /.  (A  V  + B +  Ca'). 

Il  s'agit  (le  déteiniiucr  les  six  eonstanies  A,  13,  C,  /^  ^,  A. 

Pour  n  =  o,  Téquation  dilîérentielle  se  réduit  à  U'^  —  1=  o, 
ee  qui  donne  les  trois  solutions  \j  =1,  U  =7%  U  =  — y,  en 

•iT  /' 

représentant  toujours  par  ;  ia  quantité  e  '  .  La  première 
\aleur  eorrespoiul  à  2=0;  en  se  bornant  aux  deux  premiers 
termes,  on  a 

5  5 

U  =  I  ^  7::  «%      tl'oi'i      //=  3 z*;  '  ■ 

3  9 

en  subsliluanl  dans  Téquation  (a),  ou  obtient  les  deux  re- 
lations 

(1)  B^  +  c,^  =  ,,  ■     : 

Si  nous  faisons  eorrespoiulre  à  z  =  -  la  secoiule  solution  \]n=ij''. 
nous  aurons  //  =/"  z\  d'où 

(3)  ■     •    ^g  —  Cg  =  -f.\ 

La  troisième  solution  L  =  —  /"  eonvienl  à  z  =:  —  11  en  résulta- 

'  1 

11= — jz';  en  substituant  dans  l'équation  (a),  on  obtient  les 

deux  relations 

(4)  A=rCX-, 

(5)  •  /,y  =  Bg^+\gl-^>  ■■ 
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l.a  lr,m>l(ninc'c 

v'_3v'-f- 4 +  •'■■'  1  —.'■-■' =  o, 

j)our  t'=o,  SI"  jc'duil  à  \' — ^\  '  -\-/^t=i).   Celle  équaliuii 
adinel  la  racine  simple  \  =  —  i  el  la  ra»  iiie  double  \  r=  2.  La 

racine  simi)le  correspond  à  Tinlini  z  =  — ^—  ,  la  racine  double 

aux  deux  intinis  z  =-h  a  ci  z  =  —  a.  Si   I  on  pose 


il  vienl 


I 


ce  qui  (loniu'  la  relalion 

(6)  A  +  C/-.— — -/!//•. 

Des  équalious  (1),  (3),  {/j),  (6),  on  déduit 

En  subsliluanl  c<'s  valeurs  dans  les  é((nalions  (5)  el  (2).  et  po- 
sant, pour  abréger. 

on  oblienl  deux  équations  du  picniier  degré  en  p  el  y,  d  où  Ton 


iduil 


3  —  li  \IZ  ^2_4/\,^ 

P  —  '  V  = ^— ^' 


Ainsi  les  coelîicienis  sont  déterminés,  et  l'inlégrale  a  pour  ex- 
pi'ession 

A(A).-+B-hC>/)      -  ' 

"= rr^ry^— • 

277.    Excinjylc  X.  —  Soit  Téquation 

iT'  —  3  r-  —  2  (  I  —  //-■)  -  -f-  4  =  o . 

I.a  variable  part  de  2=^0.  la  fonction  avant  la  valeur  u  =q 
el  la  dérivée  la  valeur  L  =:  i . 

i.  intégrale  est  une  l'onction  nionodrome  doublement  péi  io-= 
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clique.  Posons  ;  =  c    -^     ;  quand  on  remplace  z  par  jz^  la  fonc- 
tion a  devient  ;//.    Ainsi  les  deux  périodes  sont  w  et  /w.  La 

lonction  admet  trois  zéros  simples  o, 1 ■>  et  trois  in- 

'— y        '—y 
finis  simples  a^ja^f  a. 

Nous    intégrerons    l'équation    ditlerentielle    proposée    au 

moyen,   non   pas  de  la  fonction  elliptique  /  (z),  mais  de  la 

fonction  doublement  périodique  du  second  ordre  9(2)  définie 

par  Téqualion 

^'^  I TT~' 

-77  =  VU-  /•>", 

avec  la  condition  q?  =  o  pour  2  =  0. 

On  peut  déterminer  la  constante  A,  de  manière  que  cette 
fonction     admette    les    mêmes    périodes    w   et   yw;    puisque 

(n  Ij z)  =^  i (s^  [z) ^  elle  auia  alors  les  deux  zéros   o   et  ;  et 

l'infini  double •  Cette  fonction  se  développe  en  série 

I  —y  . 

de  la  manière  suivante  : 

La  fonction  u  (i  — A* 9'')  dans  laquelle  W^  =  -—7—;»    n'a   que 

l'infini  quintuple  —  :•  La  fonction  cp  contenant  ce  même 

infini  au  second  degré  et  cp'  au  troisième  degré,  le  produit  99' 
le  contiendra  au  cinquième  degré,  et  l'on  pourra  déterminer  la 
constante  A,  de  manière  que  la  fonction 

«    (l  fl"  f')     A  Cp!j>' 

ne  contienne  plus  cet  infini  qu'au  qu  itrième  degré  5  puis  la 
constante  B,  de  manière  que  la  fonction 

«  (  i  —  h^  tp^)  —  A  '^cp'  —  B  (p^ 

ne  le  contienne  plus  qu'au  troisième  degré  :  puis  la  constante  C, 
de  manière  que  la  fonction 

//  (1  —  ^'''v')  —  A  f'Y*  ~  B  f-  — Cy' 
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nv  \v  conlicnnc  plus  qu'au  second  degré  ;  puis  la  conslanlc  D, 
de  manière  que  la  fonction 

Il  {\  —  h' o")  —  Atpo'  —  B ip-  —  Co'  —  Do  * 

ne  le  eoiitieniu!  plus  qu  au  picmier  degié.  Celle  dernière  lonc- 
lion.  n'ayant  (pi'un  infini,  est  une  constante  E.  On  a  donc 

«  (  I  —  /<  '  f)  =  A  îp-p'  -{-  B"/  +  C  »'  +  D 'i  -h  K. 

Mais  la  fonction  /i  s'annulant  pour  z  =  o.  et  deAenanly// (|uaii(l 
on  remplace  z  par  jz.  les  constantes  B,  C,  F.  sont  nulles.  On 
a  donc  finalement 

(a)  u{\  —  Ir  f)  =  A  cp-/  +  D  ?*. 

Il  faut  déterminer  les  (pialre  constantes  A,  D,  fi .  h. 
Pour  //  :=  ().  I  ('(jualion  dilli-rentielle  se  réduit  à 

et  admet  les  trois  solutions 

li~i,         U=i— v/3,         IJ=:i4-v^3. 

La  })remière  correspond  à  z  =  o  ;  si  Ton  «léveloppe  en  se  bor- 
nant aux  deux  premiers  termes,  on  a 

ce  ipii  dniiMc  les  deux  conditions 

(1)  A-|-Dr=i, 

(2)  5AX-^-DX-=^-8/r'. 

Nous  lerons  correspondre  la  seconde  lacine  à  z  =— —  On  a 

i—j 

ainsi 

«  =z    I  —  V  3)~') 
ci.  comme 


.-7/       ~'  ^.-y 


22 


j;58  MVRE    Vf. 

on  (>l)li(Mit  la  iclalion 

(3)  A  — I)=i  — v3. 

La  troisienif  racine  correspond  a  z  = ?  et  donne  lacoîî 

;  —  # 

dition 

(4)  ^^=/'-(i+V3). 

Des  éi|uati<>ns  (i).  (3),  (4),  ou  tlédult 

D  =  ^,         A=:— ^^,        X-  =  4/r(5  +  3v3). 
Siibstiliiaiit  dans  I  é(juatu)n  (2),  il  vient 

//  —  9  — 5n/3 
—         ^        ' 


r.-.*i^^. 


On  (onnait  ainsi  la  (onction  intégrale 


278.  Exemple  \/.  —  Prenons  ])oni'  dernier  exemple  Te- 
fjuation  du  einqniènte  degré 

Tî'  +  («2  -  i)\y'  —  ±-,r-[u'—iY  =  o, 

dans  laquelle  la  variable  part  de  z  =  o,  la  fonction  ayant  la 
valeur  initiale  n  =  o,  et  la  dérivée  la  valeur  U  :=  i . 

Pour  7A  =  ±  I ,  réfjuation  admet  cincj  racines  égales  h  zéro-, 
ces  cin([  racines  forment  un  groupe  circulaire,  tel  qtie,  si  Ton 
pose  (1=  ±i-hn',  le  jnemier  ierm(^  du  développement  de  U, 

4 

suivant  les  puissaru'cs  croissantes  de  /<'S  a  l'exposant  -• 

Pour  II  =  0,  outre  la  raciric  l'  ^- t ,  léfjualion  admet  «pialn 
racines   ('gales   à    zéro   rpii    (ornicnt   detix   croupes  circulaires 
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foinpi'enaiil  (  l)acuii  deux  i;uiiic,s,  cl  lcls,(juc  le  jiremior  Icniic 

du  cléveloppcruenl  dediacuii  d  eux  a  pour  cxposanl  -• 

Les  raiiiics  multiples'  difféicntes  de  /.éro  soiil  (lonnées  pai' 
1  équation 

obtenue  en  éi^alanl  la  dérivée  à  zéro.  F.n  substituant  telle 
valeur  dans  l'équation  proposée,  on  a  1  étjualion  {ir  —  i)''  =  o. 
qui  n'a  pas  d'autre  solution  que  //=dzi.  Ainsi  i  é(|ualion 
différentielle  n'admet  pas  de  racines  nuiltiplcs  diliéientes  de 
zéro. 

La  transfoimée 

V^  -    f  I  -  (;')  V'    4-  4J.  (  I  —  ,.=  V  z:3  0, 

pour  u  =  o,  se  réduit  à  V  '  —  ^  '  -h  ^  =  o  ;  elle  adincl  l.i   ra- 

cine  double  \=  -  et  trois  racines  inégales  données  par  I  é- 
(jualion  du  troisième  degré 

v=  +  |v.+  |v  +  |:  =  o. 

La  racine  double  présente  seule  quchpic  dillicullc.  si   i  on 
pose 

r 
^7  4 


"> 


V, 


on  voit  que  le  premier  groupe  compienant  un  terme  en  \''  cl 
un  terme  en  p-^  V  est  raonodrome  par  rapport  à  t^'. 

L'équation  différentielle  présente  doni:  tous  les  caraclères 
qui  distinguent  les  intégrales  jnonodromes  doublement  pério- 
diques. Cette  fonction  change  de  signe  avec  z.  Elle  admet  un 
zéro  simple  et  deux  zéros  doubles  -f-  a  et  — «,  et  cinq  inûuis 

,  &)        w'       W  -f-  w'  7  1,  1 

snnplcs,  -)  — 5 •  -{-  b  ci.  —  /'.  i'our  1  exprimer  au  moyen 

de  la  loncliou  elliptique  A  [f^z.  A)  on  rcmaïquc  rpic  la  fojK- 
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lion  // /  (i — fr}x-),  dans  la(|iielle  y  =;  À  [h)   ir.idnieUanl  [Ans 

que  les   deux  inlinis  ouadruples  —  el ,   ou  aura 

(a)  Il  À  (i—  h'  1-)  =  A  À'  +  B  A-  +  C  4-  (D  A-  +  E)  y. 

11  faut  déterminer  les  huit  constantes 

A,  B,  C,  D,  E,  //,  g,  /. 

Si  l'on  développe  en  série  pour  les  petites  valeurs  de  z,  on  a, 
en  se  bornant  aux  deux  premiers  termes. 


V        5\/    3 


<'n  substituant  dans  l  é(pialion  (a),  on  obtient  les  deux  rela- 
tions 

(i)     .  .  C-+-E  =  o,        ■ 

(2)  Bg^Dg-E—g=i. 


Servons-nous  maintenant  des  infinis.  La  racine  double 
^  =  ^  de  la  transformée  donne  les  deux  infinis  +  h  el  —  h  • 
les  trois  racines  simples  de  l'équation 


donnent  les  trois  infinis -»  — •>  •  Appelons  V,,   V., ,  \\ 

2       2  2  ^  ^ 

les  trois   racines  de  Téquation  (jS)  que  nous  faisons   eorres- 

I  .  ,     ft)        W         W  -I-  &>         j-,     .  M  . 

pondre  respectivement  a  -)  — ■> îîoit  z  =■  — \-  z  \  nous 

^  2        2  2  2 

aurons  pour  les  deux  premiers  termes  du  développement, 

V  =  V,  -h  V,  .■•, 


EXEMPLES    D  IJNÏliciUATIOA.  ■^/\l 

dV)Ù 


v,,'  +  V,3-. 


«Il  posant,  pour  al)rcgei  , 


V, 


3(5\Î-4V,)" 
t'ii  Cl)  déduit 

_     I  V,  z' 

Si  Ion   substitue  dans  l'équation  (a),  on  obliciil  les  di-ux 
relations 

(3)  Cir-Ej=-i-, 

.4)  ^  (c  -  K,  +  B,=  -  n,-  ^  E iii',.  =  (^  .  /.)  Ç- 


,-,     .  .  eu  , 

raisons  maintenant  c  = h  s  ,  nous  aurons 

2 

(5)  A  — D/=  — :^, 

(6)  _X|A^+B/^  +  Di::^^-E^^—  (^^.+  L±Li:^yi.|_. 

EOJ    -f-    0)  '  ,  I  A 

n  posant  z  = h  ^  ,  on  trouvera  de  même 

(7)  A  +  D*=?^', 

Les  équations  (i)  et  (3)  ,  (5)  et  (7),  (2),  donncnl 
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P(Uir  tk'lcrininer  \cb  dois  conslanlcs  // ,  ^  ,  A  ,  nous  poserons 

(  1   +  P)  g'  —  jj,         /  a--'  =  ff  ^         /r-g-  =  r. 

J)c  I  équation   (4)  on  déduit 


:9) 


p 


Les  deux  équations  (6')  ei   (8),  eomhinées  par  soustracliou 
et  par  addition,  conduisent  aux  deux  équations  suivantes  . 

■\",       V'..       V.       5  /V, 


(lo)  <  (/■  = 


y. 


-V, 


V  , 


\1 1 


X 


5 

?,  / 1     I  \  /  \ 

v'/     i5v' 

y]      4  V 

-^) 

(In-)' 

ri     sv;     /  I     5\  1 

" 

-v, 

y:' 

V,      v;      5/v', 
V:!  V^      2  \V, 

-V,)- 

-,-5(5v, 

2  \2 

1 


Cette  équation  à  une  seule  inconnue  r  est  du  tioisiènie  degré. 
J.a  (piestion  est  donc  ramenée  à  la  résolution  de  deux  équations 
du  troisième  degré  (,6)  «l  (ii). 


5p«^--  '\^>^*ry'^:?K:^à 


M  ^ 


r  V  " 


